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Definition 1

Wiirfel einmal geworfen: Q ={1,2,...,6}
Miinze einmal geworfen: Q = {Kopf, Zahl}

Beispiel 3
Pr{(h/t).. hthh, (h/tz;. thtt}] =2 (1)
2 (2) -2 () -

(©Susanne Albers




Beispiel 7

— ;i 1

Zx’:— fir |z| < 1
; 1-2z

=0
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Lemma 8

= Z Prlw] < Z Prjw] =1
weA weN
1 = Pr[Q] = Pr[A U A] = Pr[A] + Pr[4]

= Z Prw] < Z Prw] =

wEA weB

PriU 4] = Z Prw] = ZZ

weul_; A; i=1 weA;
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Satz 9
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Beispiel 15
G; = Gewinn hinter Tiri i=1,2,3
T; = Showmaster &ffnet Tiir j 7 =2,3

G;
T;
PI‘[G ’T]:PI‘[GlﬁT3] _ 1/6 :1/3
s Pr[T}] 1/6+1/3
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Beispiel 17

Sei0<x<1.
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Taylor Entwicklung:

S

1=0




Satz 18







(3) = (2)
Anwendung des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit
B=A;N A, AiﬁA? N...N A%"

1.2Z:A4nAC | APn...nam
$3,...,8n€{0,1}

Sei w € A1 N Ay beliebig.
Firi =3,...,nsetze s; = 1, falls w € A;, und s; = 0, falls w € A;.

Fiir diesen Vektor (s3,...,s,) giltwe A N...N A,
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2. Z.Z.: Fiir verschiedene (s3, ..., s,) € {0,1}"72 sind die Ereignisse (A5* N...N AS")
disjunkt.

Betrachte verschiedene (s3,...,s,) € {0,1}"~2 und (s},...,s,) € {0,1}"2.
Dann existiert ein i € {3,...,n}, fiir das sich die Vektoren unterscheiden.
Sei 0.B.d.A. s; =0 und s, = 1.

Dann ist A% disjunkt zu AJ* und somit
(AP N...NATN...NAS) disjunkt zu (A N...NAT N L. NARY.
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PriAiNds)= > PrlAinAp AP N .. 0 A7 -PrlA$n...0 A

Pr[A;] - Pr[Ag] - (Pr[AY] + Pr[Ad]) - (Pr[AY] + Pr[A]]) - ... (Pr[A] + Pr[AL)])
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Lemma 24

Pr[AN BN C] = Pr[A] - Pr[B] - Pr[C] = Pr[AN B] - Pr[C]

Beispiel 31

S 1
f(m)szk:Tx fir x| <1

k=0 1
> 1
fl(z) = kab—1 = fir |z < 1
@=3 G firkd
Satz 34
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PrX =]




Definition




Satz 36
Pr[B] = Y"1 | Pr[B|A;|Pr[A;]

N

\

A\

Az

N\

ZmEWX z - Pr[X = z[A] = ZmGWX T fx|a; (z) = E[X[A]
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Varianz

Wenn zwei Zufallsvariablen denselben Erwartungswert haben, so kdnnen sie sich stark
unterscheiden.

PriX=1]=1/2 PrlX=-1=1/2
Pr[X =10% =1/2 Pr[X =-10%=1/2

Beispiel 40
Var[X] = E[(X — p)?]
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Randdichte

Ym

Yi

Y1

1 x; Tn Wx
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Satz 49
Wx ={x1,...,z,}

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
Pr[B] = Y"1, Pr[B|A;]Pr[A;] Ay, ..., Ay disjunkt B C UL, A
A, = "X =2a" UzeWX A, =0
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Beispiel 48
Es muss gelten 1 < z—x <6,alsox<z—1undz >z —6.

Fir 7 < 2<12 ist

6
1
Z—Gz— —(2—6)+1) = 36(13—2)

r=2z—06
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Beispiel 51

Ny S I S Ny I Iy

wsK: =

X2=(X1+... +X)(X1+...+X,)

i i
—9)!
wsKk: (2!
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Satz 52
Var[X] = E[X?] - E[X]? # 0
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Satz 9
Ay,...,A, B=A1U...UA,

I;: Indikatorvariable fiir A;, 1 <i¢<n
I, Ig: Indikatorvariablen fiir B und B

1_IB:I§:H(1_Iz‘):1— ZL;—F Z IiIi—...—i-(—l)nIl'..uIn

i=1 1<i<n 1<i1<i2<n
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I-Ig=Ig=]J0-15) = 1= > L+ > ILily—. .. +()"L-...-I,

i=1 1<i<n 1<ii<iz<n
Ip = ZIZ'— Z I I; —|—...+(—1)n_111-...-1n
1<i<n 1<i <ia<n

PriB]= > PrlA]— > Prld;, nA,]+ ...+ (=1)" "PrlAin...NA4,]

1<i<n 1<i1<i2<n
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Definition 55
AN s I S I I A o |

1 n
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Geometrische Verteilung

Cac 1
:EJJZ:— fur |z| < 1

¢ 1—=z

=0

o0
- 1
/ i1 -
gx)=>» iz'" =—= firlz| <1
=
oo
J"(x) = i(i — 1)z Z]j—i—l:c]l
=2

2—-p 1 q
Var[ X|= —— — 5 ==
] p? pr p?
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2

1—xz)3

fur |z| < 1




Warten auf den n-ten Erfolg

LIl ® L ® 19

z

Poisson Verteilung

[e.e]

Taylor Entwicklung e* = Z 33_'
Pl
(nTk)' =nn—1)-...-(n—k+1)=nk
nk _ n(n—1)-..-(n—k+1)
nk = non on
DWT
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Summe Poisson-verteilter Zufallsvariablen

(a+b)" = zn: (Z) akprh

k=0
z __ - z T1.2—X
(a+ D) —;) (x)a b
Satz 63

Fiihrt man das Warscheinlichkeitsexperiment hinreichend oft durch, so liegt das
arithmetische Mittel der X; mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
1 — € im Intervall [E[X] — 4, E[X] + J].
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Satz 64

Wir zeigen € < (1 + 6)(1+5), fir 6 > 0. Die Ungleichung ist dquivalent zu
f(6) =0 < (146)In(1+9) =: g(9).

Es gilt f(0) = g(0) sowie f'(6) =1 <In(1+4)+1 < g'(9).

EleXi=r 5] = E[et1 - et %]
o0 {]jk

1+x§em=ZH firx >0
k=0

pi(e’=1) . opa(e’=1)

el=1+¢

/ t_
F(t) = (a) _ abpe ZS(l +0)u
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Beispiel 65
Pr{|X — E[X]| > 2 -0,1]

Lemma 67
Es gilt f(z) > ¢'(x) fir0<xz <ldenn1l—z<e*

2 (—x) 1 2 a3 :c4 x5+
=0
>0 >0
Korollar 68
1 &8 H< 1 M
A+ ) = 78

IN

2 (=) < ()"

3. Pr[|X —p| > 6] = Pr[X — > 0p] + Pr[X —pu < —6p]  sowie eH0°/3 < end®/2
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Beispiel 69

{1 Ball j landet in Korb i,
Xij =
0 sonst
Xi=Xg+...+ Xy

(%)2logn — (%)2

Beobachtung

0 =1

o) = - Dl =

G(Z Zk —1)-...-(k—i+1)Pr[X = k]s"!
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=0

Gx(s) =) PriX =i
i=0

Beispiel 73

Gg?(s) _ Zk(k —1) ... (k—i+1)Pr[X = k]sk_i
k=1

DWT
(©Susanne Albers



Dichte, kontinuierliche Zufallsvariable
X:0=R—-R
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Wx =R




Dichte, Gleichverteilung

12:00 13:00 12:00 13:00
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Dichte, Gleichverteilung

‘ L

o
|
2

Dichte, Verteilung

Fx(z) = [ fx(t)dt  F'(z) = f(2)
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Definition 82

NeAd=Q=0cA
ABcA=— ANB=AUBc A

Lemma 84
1W2A1:Q A2:A3::®
Pr[Q] =Pr[Q] + > 2, Pr[0] =1

3. 1=Pr[Q] = Pr[4] + Pr[A4] = 1
4. C:=B\ A Pr[B] =Pr[AUC| = Pr[A] + Pr[C]
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Lebesgue-Integrale

TUT 2.
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Lemma 89

b
"(tYdt = u)du
/a 9(o(0)¢ () dt /¢, o(u)

]E[a.X+b]:/_Z (a(t;b) +b) fy (?) .%dt:/::(au+b)fx(u)du

o(t) = (t—b)/a




Beispiel 90
b —a? B b2 + ba + a?
3(b—a) 3

denn (b2 +ba + a?)(b — a) = b® + b%a + ba® — b%a — ba® — a?

¥ +ba+a® (a+b)?  4(a+b)?—4ab—3(a+0b)*  (a—10b)?

3 4 12 12
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Normalverteilung

0.4

Quelle: Wikipedia
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Mehrdimensionale Subtitutionsregel
f:R® —» R" stetig ¢g: M CR"™ — R"” stetig differenzierbar, M C R"™ messbar

/g(M dz—/ Fg(t))|det ¢'(t)| dt

Punkt im R? festgelegt durch
(a) Abstand vom Ursprung und (b) Winkel bzgl. einer festen Richtung.

r=rcos¢ y=rsing
g:R? - R? (z,y) = (rcos ¢, rsin @)

/ f(x,y) d(z,y) = / f(r cos ¢, rsin@)|r| d(r, &)
g(M) M
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Polargitter

(@ 9)

TUT 2.
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Satz 93, Substitutionsregel

9(y) Y
w)du = v)) g (v)dv
éu)f() A.ﬂﬂ)h()

Satz 94, Partielle Integration

b b
t/ﬂmwmmxzﬂ@a@m—/f@mwwx
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Annahme: Pr[X > 1/n] =0 Vn
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(©Susanne Albers

1 1
N
q q
———



Geometrische Reihe

l

; 1—CCZ+1
> v'=
, 11—z
1=0

Poisson-Prozess

GEOMETRISCH  BINOMIAL b(z;n,p) =

+ +
EXPONENTIAL  POISSON

Satz 105, Substitutionsregel

9(b)
fly dy—/ f(g z)dz
g(a)
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()p (1 —p)n®




Satz 106

E[et(ale—i-u-—i-aan)] — E[etale .o etaan]

X1,..., X, unabhingig = f1(X4),..., fn(X,) unabhingig

E[Y; -... Y, =E[Y1]-...-E[Y,], wenn Y7,...Y, unabhingig
Korollar 110

H 1-—

n n
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Induktive Statistik

Beispiel: Mochten Verhalten von komplexen Systemen studieren.
Leistungsmessung mit Testeingaben.

2 Router: Arbeitet einer im Durchschnitt mehr Datenpakete ab?
Router 1: (53;43;37;73;58;61; 38; 54)

Router 2: (33;67;26;43; 46; 55; 80)

Konfidenzintervalle

@(X ) <c & X ,u<7
@(Y ) & 7—#2—%c
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Beispiel ¢-Test

Router: Betriagt die mittlere Anzahl der bearbeiteten Pakete mindestens 60 Einheiten?
X,; = Anzahl bearbeitete Pakete in i-ter Messung

E[X;] =up Var[X;] = o?

Ho: p>60 o = 0,05

Stichprobe: (53;53;37;73;58;61; 38;54)

X ~ 53,375 52~ 13855 T =~ -1,592

t7.005 ~ -1,895  keine Ablehnung

Beispiel 2-Stichprobentest

2 Router: Unterscheidet sich die mittlere Last an Paketen signifikant?
X: (53;53;37;73;58;61; 38; 54)

Y: (33;66; 26; 43; 46; 55; 54)

H()Z Ux = uy a:0,05

X ~ 53,375 5% ~ 138,55

Y ~ 46,143 S ~ 187,14

T ~ 1,102

t13;0,975 ~ 2,160 keine Ablehnung
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Stochastische Prozesse
Beispiel: Ausfallbehaftete Netzwerkverbindung

1. Ansatz: Leitung zu jedem Zeitpunkt mit Wahrscheinlichkeit p funktionstiichtig.
Bernoulli-Verteilung

X — 1 Leitung funktionstiichtig zum Zeitpunkt ¢,
' 0 sonst

2. Ansatz:
Leitung funktioniert mit WSK 0,9, wenn sie im letzten Zeitschritt funktioniert hat.
Leitung funktioniert mit WSK 0,2, wenn sie im letzten Zeitschritt defekt war.

Pr[Xt+1 = 1’Xt = 1] = 0,9 Pr[Xt+1 = HXt = 0] = 0,2 PI‘[XH_l = O‘Xt = 1] = 0,1
PI‘[X,H_l == O|Xt == 0] == 0,8
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Abstraktion 1

S = Menge von Zustdnden

Ubergangsdiagramm: Knoten entsprechen Zustinden; Kanten beschriftet mit
Ubergangswahrscheinlichkeiten
Random Walk entspricht zeitlichem Ablauf des Systems.

0,2

o@D

0,1

t =0: Zustand 1
t = 2: WSK fiir Zustand 17 111 mit WSK 0,81 101 mit WSK 0,02

w=(0:1) q=(0109) ¢ =/(017083)
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Abstraktion 2

Ubergangsmatrix
pij = Pr[Xpy1 = j|X¢ = d]

Wenn die Wahrscheinlichkeiten nicht von ¢ abhadngen, so ergibt sich Matrix P.
0,8 0,2
P= (0,1 O,9>

g =(0;1) ¢ =qoP =(0,1;0,9)
@ = q.P = (0,08 +0,09; 0,02 + 0,81) = (0,17;0,83)
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Berechnung Ubergangswahrscheinlichkeiten

Do,k
(Qt—l—l)k = ( ......... ) pi,k
a/—/ .
qt
Pn—1k
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Beispiel 128
/1t
a=2i(3) e

i=1 2
e8] i—1
1 1
f32=2(5> 5=2-1=1
=1
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Beispiel 130
fo=0+fs2 fs=1%+13f3

Jaz =1 fa2 =3+ 3

Gambler's Ruin Problem
Wir verifizieren pfivi.m = fim — qfi—1m fiir 1 <i <m

(1 - (%)) —(1-p) (1 - (%P)“) =p—(52) +p(52)
=0 (5)" = (1- (507
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Beispiel 131
p=1/2
di+1:2dz~—di_1—2ﬂir1§i<m do =0 d1:§
Losung: d; = &i — P4+
Verifikation
260 — 22 +2i —€E(i— 1)+ (i —1)*—(i—1) -2
= G+ - +1—i+1-2 = £(i+1)—d*—i
€i+1) — (i +1)i
= i+ -G+ +(G+1)

dn =Em—m?+m=0 = &=m-—1

di=(m—1)i —i%+i=mi—i>=i(m—1)
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Satz 136

Poo -+ Pn-10 o
Plr = : :
bon—-1 -+ Pn—-1n—1 Tp—1
Poo -+ Pon—1
. . T
= (M., Tn—-1) =alp
Pn—-10 .-+ Pn-1pn-1
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Beispiel 145
(n! x nl)-Matrix P
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