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Rekurrenzen

Wie finden wir einen geschlossenen Ausdruck fiir die Laufzeit?

Dafiir missen wir die Rekursionsgleichung losen.
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Methoden

1. Raten+Induktion
Man rat die richtige Losung und beweist die Korrektheit
mittels vollstandiger Induktion. Man benétigt Erfahrung um
richtig zu raten...

2. Mastertheorem
Fiir die meisten Rekurrenzen gibt es ein allgemeines
Theorem, dass die asymptotisch korrekte Laufzeit fir die
jeweilige Rekurrenz angibt.
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Raten+Induktion

Zuerst mussen wir die ©O-Notation entfernen:

T([5])+can n>1
2 sonst

T(n) < {
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Raten+Induktion

Zuerst mussen wir die @-Notation entfernen:

n
T(n)S{T([ZJ)Jrcln n>1
c2 sonst

fur n = 2k:
Fiir diesen Fall konnen wir stattdessen die folgende
Rekursionsgleichung betrachten:
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Raten+Induktion

Zuerst mussen wir die @-Notation entfernen:

n
T(n)S{T([zj)Jrcln n>1
c2 sonst

fur n = 2k:
Fiir diesen Fall konnen wir stattdessen die folgende
Rekursionsgleichung betrachten:

T(3)+can n>1
o sonst

T(n) < {

Man rat die richtige Loésung und beweist, dass durch Einsetzen,
dass diese Losung korrekt ist.

m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke

195/212



Raten+Induktion

T(n) < {

T(3)+ca n>1
Co sonst




Raten+Induktion

Ansatz: T(n) < alogn + b.

T(n) < {

T(3)+ca n>1
Co sonst




Raten+Induktion

Ansatz: T(n) < alogn + b.
Beweis. (durch Induktion)

T(n) < {

T(3)+ca n>1
Co sonst




Raten+Induktion

Ansatz: T(n) < alogn + b.
Beweis. (durch Induktion)

» Anfang (n = 1):

T(n) < {

T(3)+ca n>1
Co sonst




Raten+Induktion T(n) < {

T(3)+ca n>1
Co sonst

Ansatz: T(n) < alogn + b.
Beweis. (durch Induktion)

» Anfang (n = 1): wahr falls b > c».




H n
Raten+Induktion T(n) < { T(3)+c1 n>1
co sonst

Ansatz: T(n) < alogn + b.
Beweis. (durch Induktion)

» Anfang (n = 1): wahr falls b > c».
» Induktionsschritt1,...,n -1 — n:



Raten+Induktion T(n) <

T(3)+ca n>1
Co sonst

Ansatz: T(n) < alogn + b.
Beweis. (durch Induktion)

» Anfang (n = 1): wahr falls b > c».
» Induktionsschritt1,...,n -1 — n:

Angenommen Aussage wahr firn’ € {1,...,n — 1}, und
n > 1. Wir beweisen sie fiir n:
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T(3)+ca n>1
Co sonst

Ansatz: T(n) < alogn + b.
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H n
Raten+Induktion T(n) < { T(3)+c1 n>1
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H n
Raten+Induktion T(n) < { T(3)+c1 n>1
co sonst

Ansatz: T(n) < alogn + b.
Beweis. (durch Induktion)

» Anfang (n = 1): wahr falls b > c».
» Induktionsschritt1,...,n -1 — n:

Angenommen Aussage wahr firn’ € {1,...,n — 1}, und
n > 1. Wir beweisen sie fiir n:

n
T(n) < T(§> +C
n
< (alogi +b) +C1
=a(logn-1)+b+c

=alogn+(c1—a)+b
<alogn+b

Gilt falls a = c;.



Mastertheorem

Lemma 1
Seiena > 1,b > 1 und € > 0 Konstanten. Betrachte die Rekurrenz

T(n) = aT(%) + fn) .

1. Fall:
Falls f(n) = O(nlo8@-€) gjjt T(n) = O(nlo8r a),

2. Fall:
Falls f (n) = ©(n'°8(@ logh n) gilt T(n) = @(n'°% 2 1og" ! n),

k=0.
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Mastertheorem

Wir beweisen das Mastertheorem fiir den Fall n = b‘), und
nehmen an, dass der nichtrekursive Fall fiir ProblemgroRe 1
Kosten 1 verursacht.
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Der Rekursionsbaum

Die Laufzeit eines rekursiven Algorithmus kann durch einen
Rekursionsbaum veranschaulicht werden:
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Der Rekursionsbaum

Die Laufzeit eines rekursiven Algorithmus kann durch einen
Rekursionsbaum veranschaulicht werden:
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Der Rekursionsbaum

Die Laufzeit eines rekursiven Algorithmus kann durch einen
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Der Rekursionsbaum

Die Laufzeit eines rekursiven Algorithmus kann durch einen
Rekursionsbaum veranschaulicht werden:

f(n)

af(y)

a’f(yz)

alogb n
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Der Rekursionsbaum

Die Laufzeit eines rekursiven Algorithmus kann durch einen
Rekursionsbaum veranschaulicht werden:

f(n)

af(y)

a’f(yz)

alogb n

nlogp a
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Mastertheorem

Das heiRt unsere Kosten sind

log, n—1

T(n) =nlosra 4 Z aif(%) .

i=0
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,

T(n) — niosra
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,

log, n—1

T(n)-nlosrad = a?(%)

i=0
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,
log, n—1 n
T(n) _nlogba _ z atf(ﬁ)
i=0
log, n—1

log), a—€
i(n
X a(g)

i=0

IA
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,
log, n—1 n
T(n) _nlogba _ z atf(ﬁ)
i=0
log, n—1

log), a—€
i(n
X a(g)

i=0

IA

p-ilogpa—e) — bei(blogh a)—i = peig—i
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,

log, n—1 n
1 .
T(n)-nlga= % alf<ﬁ)
i=0
logyn—-1 1\ logpa—e€
se 3 a(y)
i=0
log, n—1 ]
p-illogya—e) _ peiplogpay—i _ peig—i | = CnlOgh a—e€ Z (be)l
i=0
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,

log, n—1 n
1 .
T(n)-nlga= % alf<ﬁ)
i=0
logyn—-1 1\ logpa—e€
se 3 a(y)
i=0
log, n—1 ]
p-illogya—e) _ peiplogpay—i _ peig—i | = CnlOgh a—e€ Z (be)l
i=0

k 7 _ qk+1,1
Zi:() q' = -1
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,

log, n—1 n
_ pplogpa _ i e
Tn)-n = > af(bi)
i=0
log, n—1 logy, a—e
<C a bi
i=0
log, n—1
—i(logp a—€) _ J€i(plogy ay—i — €l —i | — log, a—e€ €\l
p-illogy a-e) _ peiplogpa)—i - peig—i| = cn > (p6)
i=0
: k+1_ —
sk o qi = va_ll = cnlogpa-€pelogyn _ 1)/ (b€ -1)
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,

log, n—1 n
1 .
T(n)-nlga= % alf<ﬁ)
i=0

logyn—-1 1\ logpa—e€

se 3 a(y)

i=0

log, n—1 ]
p-illogya—e) _ peiplogpay—i _ peig—i | = CnlOgh a—e€ Z (be)l

i=0
Zl 0‘1 _ qkﬂ 1| Cnlogha—e(belogbn _ 1)/(196 -1)
_ cnlogba—E(ne _ 1)/(b€ _ 1)
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,

log, n—1 n
1 .
T(n)-nlga= % alf<ﬁ)
i=0

logyn—-1 1\ logpa—e€

se 3 a(y)

i=0

log, n—1 ]
p-illogya—e) _ peiplogpay—i _ peig—i | = CnlOgh a—e€ Z (be)l

i=0
Zl 0‘1 _ qkﬂ 1| Cnlogha—e(belogbn _ 1)/(196 -1)
_ cnlogba—E(ne _ 1)/(b€ _ 1)

ﬁnlogba(ne _ 1)/(1’16)
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,

log, n—1 n
T(n) - nlogba _ z atf(ﬁ)
i=0
log, n—1 log, a—¢
(n b
se 3 a(y)
i=0
log, n—1 ]
p-illogya—e) _ peiplogpay—i _ peig—i | = CnlOgh a—e€ Z (be)l
i=0
Zi":oqi _ % _ Cnlogha—e(belogbn _ 1)/(196 -1)
_ cnlogba—E(ne _ 1)/(b€ -1)
c logy a(.,€ €
=——n"»r*n"-1)/(n
T ( )/ (n°)
Also,
T(n) < (bec_ Tt 1>nl°gb(“)
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢€,

p-ilogpa—e) — bei(blogh u)—i = peig—i

log, n—1
T(n)-nlosrad = aif<£i)
i=0 b
logp n—1 log, a—€
2 ()™
i=0 b
log, n—1
— cplogpa—e z (bE)i

Also,

i=0

Zi'(:O qi = qk;_ll—l _ Cnlogh a—e(belogbn _ 1)/(196 _ 1)
= cnlo8a—€(pe _ 1)/ (b€ - 1)
= e (e~ 1)/ (n)
T(n) < (g +1)nlown@ S T(n) = O(nlos ),

m Harald Racke
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogn 4,
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogn 4,

T(n) - nlogh a
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogn 4,

log, n—1

T(n) — nlogra = Z aif(%)

i=0
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogn 4,

log, n—1 n
T —nlowd =3 aif (1)
i=0
log, n—1 log, a
i(n
3 a(y)

i=0

IA
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogn 4,

log, n—1 n
T —nlowd =3 aif (1)
i=0
log, n—1 lo
i n gpa
<c > a i
i=0
log, n—-1
=cnlogra X

i=0
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogn 4,

log, n—1 n
T —nlowd =3 aif (1)
i=0
log, n—1 lo
i n gpa
<c > a i
i=0
log, n—-1
=cnlogra X

i=0
cnl°8 4log, n
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogn 4,

log, n—1 n
_ . logpa _ i had
T(n)-n = Z af(bl.)
i=0
log, n—1 log, a
c > a LA
pi
i=0
log, n—-1
=cnlogra X
i=0
cnl°8 4log, n

IA

Also,
T(n) = O(n'°% *log, n)
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogn 4,

log, n—1 n
_ . logpa _ i had
T(n)-n = Z af(bl.)
i=0
log, n—1 log, a
c > a LA
pi
i=0
log, n—-1
=cnlogra X
i=0
cnl°8 4log, n

IA

Also,

T(n) = 08 log,n)  |= T(n) = 08 logn).
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

T(n) — nlogb a
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1

T(n) — nlogra = Z a‘f(%)

i=0
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 n
_ ,logpa _ i e
T(n) —nost= Z “f<bi)
i=0
logp n—1

log, a

i(n

=c 3 a(5)
i=0
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 n
_ ,logpa _ i e
T(n) —nost= Z “f<bi)
i=0
logp n—1 log, a
>c > ai(ﬂ.)
7
i=0

log, n—-1

=cnlo®a X
i=0
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 ' n
T(n) -nlosrad = a‘f(E)
i=0
pn-1 logy, a
fn
2 a(y)

i=0

\%

logy n—1
=cnlo®a X
i=0
= cnlo%2og, n
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 n
T —nloswe =Y atp(r)
i=0
logp n—1 log, a
i n Zb
>c > a i
i=0
logy n—1
=cnlo®a X
i=0
= cnlo%2og, n

Also,
T(n) = Q(n'°% %log, n)
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 ' n
T —nloswe =Y atp(r)
i=0
logp n—1
>c > al<£

)logb a
i=0

logy n—1
=cnlo®a X
i=0
= cnlo%2og, n

Also,

T(n) = Qn'%%log,n) |= T(n) = Q% 4logn).
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

Y !
| Beachte, dass >V ik < gk+1,
D erona A - . 1
, trivial ist, und fir diese obere
: Schranke ausreichen wiirde.

y Far eineé}untere Schra{)nke reicht
tauch >i,ik = 30, ik =
: (3/2)k+1_
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

T(n) — nlogra

Y !
| Beachte, dass >V ik < gk+1,
D erona A - . 1
, trivial ist, und fir diese obere
: Schranke ausreichen wiirde.
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

logp n—1

T -nowe =5 atf (1)

i=0

Y T !
| Beachte, dass >V | ik < gk+1,
D erona A - . 1
, trivial ist, und fir diese obere
: Schranke ausreichen wiirde.

y Far eineguntere Schra})nke reicht
tauch i ,ik = 30,k =
: (3/2)k+1_
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.
logp n—1 n
T(n) — nlogra = Z alf(ﬁ)
i=0
log, n—1

IA

Y T !
| Beachte, dass >V | ik < gk+1,
D erona A - . 1
, trivial ist, und fir diese obere
: Schranke ausreichen wiirde.

y Far eineguntere Schra})nke reicht
tauch i ,ik = 30,k =
: (3/2)k+1_

/m\1ogra n k
e X al(g) - (om (5))
1=

m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke

204/212



Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.
logp n—1 n
T(n) — nlogra = Z alf(ﬁ)
i=0
log, n—1

IA

n:hgsﬁzlogbn‘

Y T !
| Beachte, dass >V | ik < gk+1,
D erona A - . 1
, trivial ist, und fir diese obere
: Schranke ausreichen wiirde.

y Far eineguntere Schra})nke reicht
tauch i ,ik = 30,k =
: (3/2)k+1_

/m\1ogra n k
e X al(g) - (om (5))
1=
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

logp n—1

T(n) —nlogra = Z

i=0

log, n—1

IA

c 2
i=0

n:hgsﬁzlogbn‘

.Beachte dass 3¢ ik < £k
| trivial ist, und fur diese obere |
| Schranke ausreichen wiirde. !
[ . !
y Far eme#untere Schra{)nke reicht
. . 1
tauch i, ik = 37,k =,
1 1
L (£/2)k+1, .

a

1

[

)" s ()

cnlogra g (loglJ (bl)))k

|

m Harald Racke
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

T(n) - nlogha _

n:hgsﬁzlogbn‘

| Beachte, dass >! | ik < ¢k+1
| trivial ist, und fir diese obere
: Schranke ausreichen wiirde.

, Fur eine untere Schranke reicht
tauch 3 ik = Zf;g/z ik >
: (3/2)k+1_

IA

£-1
Cnlogba Z (‘g _ l)k
i=0
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

T(n) - nlogha _

n:hgsﬁzlogbn‘

1 B 1
| Beachte, dass > ik < ¢k+1,
D erona A - . 1
, trivial ist, und fir diese obere

: Schranke ausreichen wirde.

y Fur eine#untere Schra{)nke reicht
tauch i ,ik = 30,k =
: (3/2)k+1_

IA

{-1
Cnlogba Z (‘g _ l)k
i=0
!

Cnlogb a Z ik
i=1

m Harald Racke
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

T(n) —nlogra = Z

IA
o

n:hgsﬁzlogbn‘ = cnlosr @ Z (logb<

£-1
_ Cnlogba Z (‘g _ l)k

i=0

1
| Beachte, dass > ik < ¢k+1,

I
"trivial ist, und fur diese obere,= CT O8b 4

1 Schranke ausreichen wiirde.

£
lZ ik
i=1

: Fir eine#untere Schra{)nke reicht
tauch i ,ik = 30,k =
: (3/2)k+1_

~ L pk+1
~1p
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

logp n—1 n
T(n) — nlogha _ Z alf(ﬁ)
i=0

IA
o
&N
—
R
N——
<}
o
S
S}
~
—
=}
aQ
Ny
~
=
ey
——
——
>~

n:hgsﬁzlogbn‘

I
9
3»—‘
o
g
Q
[]
~/
[~
=}
gQ
=
—
|
SN———
SN————
>~

£-1
= cnlo8ra 3 (¢ - i)k
i=0
' ooachte. dass S £k kel 0
1 Beachte, dass >;_;i% < ¢ )
| trivial ist, und fir diese obere = cnlogna Z ik
' Schranke ausreichen wiirde. ! i=1
1
y Fur eine#untere Schra{)nke reicht1 ¢
. . I~ —
tauch i, ik = 37, ik = ® X
1
: (3/2)k+1_ j

nlogh a€k+1
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

T(n) —nlogra =

n:hgsﬁzlogbn‘

| Beachte, dass >! | ik < ¢k+1

IA

£-1
Cnlogba Z (‘g _ l)k

i=0

13
1 .
"trivial ist, und fur diese obere,= CT O8p @ Z i
i=1

1 Schranke ausreichen wiirde.

1 . . .

y Fur eme#untere Schra{)nke reicht
.k ,k

yauch 3 4 i% > 30, ,i¢ >

: (3/2)k+1_

¢
k

nlogh a€k+1

‘ = T(n) = O(n'°% 4 1ogk 1 n).
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100010011 B

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke

205/212



Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
10001001|1] B

L
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
10001001|1 B

0
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100010011 B

o
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100010011 B

0|0
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1101101101 A
100010011 B

oo
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1101101101 A
100010011 B

0/0 0
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1101100101 A
10001(0/011 B

" jooo
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100010011 B
1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

11T01{1101 01 A
1000/1/0011 B

" J1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

11T01{1101 01 A
1000/1/0011 B

0/1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100(0/1,001 1 B
' jo1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100/0/1,001 1 B
0/01000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

11foj110101 A
100010011 B
' Joo1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

11foj110101 A
100010011 B
1001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1llo110101 A
1100010011 B
/1001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1llo110101 A
1/0/00 10011 B
11001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1M0110101 A
1/00010011 B

0]

/11001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1M0110101 A
11,/0,00 10011 B

0]

011001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
/1,0001001 1 B
' Jo11001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
/1,0001001 1 B
1011001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
. 1,00010011 B
1011001000

Das heilt wir kdnnen zwei n-bit Integer in Zeit O(n) addieren.

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke 205/212



Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode* fiir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

1T0001TX10T11

_______________________

methode* fiir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 Xx101(1)

_______________________

methode* fiir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001x101()
_______________________ 10001

methode"” fir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 x10()T
_______________________ 10001

methode"” fir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 x10()T
_______________________ 10001
0

1

1

! methode"” fir die Integermultipli-
i kation.

B Die Zahlen der Zwischenergebe-
| nisse haben héchstens m + n <
' 2nm bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 x10()T
_______________________ 10001
100010

1

1

! methode"” fir die Integermultipli-
i kation.

B Die Zahlen der Zwischenergebe-
| nisse haben héchstens m + n <
' 2nm bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 x1[011
_______________________ 10001

e Dies nennt man auch die ,Schul-
100010

1

1

! methode"” fir die Integermultipli-
i kation.

B Die Zahlen der Zwischenergebe-
| nisse haben héchstens m + n <
' 2nm bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 X101 1

3 ik manni man aich die Sehul 10001
! mthode fur die Integermult|p||-: 1 0 0 0 1 0
i kation. j
E Die Zahlen der Zwischenergebe- | O O
| nisse haben héchstens m + n < j
L 2n bits. |
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 X101 1

3 ik manni man aich die Sehul 10001
! mthode“fL‘lrdie Integermultipli- 100010
i kation.

1

1

1

1

1

1
1
:
1
e Die Zahlen der Zwischenergebe-: 0 0 0 0 0 0 O
1
1
1

nisse haben hochstens m + n <
2n bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 X011
_______________________ 10001

e Dies nennt man auch die ,Schul-
100010

000O0OO0OO0OO

1

1

! methode"” fir die Integermultipli-
i kation.

B Die Zahlen der Zwischenergebe-
| nisse haben héchstens m + n <
' 2nm bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 xJ011

3 ik manni man aich die Sehul 10001
! mthode“fL‘lrdie Integermultipli- 100010
i kation.

1

1

1

1

1

1
1
:
1
e Die Zahlen der Zwischenergebe-: 0 0 0 0 0 0 O
1
1
1

nisse haben hochstens m + n <
2n bits. 0 0 0
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 xJ011

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode"” fir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

-

10001
100010
000O0OO0OO0OO

10001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < n) multiplizieren.

1T0001TX10T11

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode"” fir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

-

10001
100010
000O0OO0OO0OO

10001000

m Harald Racke
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < n) multiplizieren.

1T0001TX10T11

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode* fiir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

-

10001
100010
000O0OO0OO0OO
100010O00O

10111011
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < n) multiplizieren.

1T0001TX10T11

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode* fiir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

-

10001
100010
000O0OO0OO0OO
100010O00O

Laufzeit:

10111011
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < n) multiplizieren.

1T0001TX10T11

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode* fiir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

-

10001
100010
000O0OO0OO0OO
100010O00O

Laufzeit:

10111011

» Zwischenergebnisse berechnen: O(nm).

m Harald Racke
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < n) multiplizieren.

1T0001TX10T11

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode* fiir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

-

10001
100010
000O0OO0OO0OO
100010O00O

Laufzeit:

10111011

» Zwischenergebnisse berechnen: O(nm).
» Addieren von m Zahlen der Ldnge < 2n:
O((m+n)m) = O(nm).

m Harald Racke
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Liange n = 2K,
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Liange n = 2K,

B x| A
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Liange n = 2K,

bn_l bOIX’an—l ao
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Liange n = 2K,

b"_1 coo b% bg_1 coo bol X ’an—l coo a% ag_l coo ag
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Liange n = 2K,

By By ‘ X ’ Ay Ao
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Liange n = 2K,

By By ‘ X ’ Ay Ao

Dann gilt ,
A=A;-22 + Apund B=B; -27 + By
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Liange n = 2K,

By By | X ’ Ay Ao

Dann gilt ,
A=A -22 +AgundB=B; -27? + By

Also,
A-B=AB;-2"+ (A1By + AgB1) - 27 + AoBo
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Beispiel: Integermultiplikation

f Input: Zahlen A, B, repraesentiert durch Bitarrays 1

1

2 der Laenge n :Die Addition + addiert Bitarrays. Das:
3 Output: Bitarray, das AxB enthaelt | funktioniert in C++ nicht direkt, aber
4 | man kann stattdessen z.B. eine Funk
s mult(A, B, n) It|on add(A,B) benutzen. Wenn man'
6 if (n == 1) ' den Algorithmus nach C++ Ubertragen |
7
8

. |mochte ist das Speichermanagement |
return new int(A[0]«B[0]); ! , etwas uniibersichtlich, da man jedes!

split(A,A0,AL); : Zwischenergebnis vor Funktionsende :
9 split(B,B0,B1l); 1 wieder von Hand 16schen muss. :
10 Z2 = mult(Al,B1l,n/2);
1 Z1 = mult(AO,B1,n/2) + mult(Al,BO,n/2);
12 Z0 = mult(CAO0,BO,n/2);
13 return Z2=2" + Z1«2"/2 + 70;

Wir erhalten folgende Rekurrenzgleichung:

T(n) = 4T<g> +OMm) .



Beispiel: Integermultiplikation

Mastertheorem: Rekurrenz: T[n] = aT(%) + f(n).
> Fall 1: f(n) = O(nlogra—¢) T(n) = ©(nlosr a)
> Fall 2: f(n) = @(nlogbalogk n) Tmn) = @(nlogbulogk+1 n)
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Beispiel: Integermultiplikation

Mastertheorem: Rekurrenz: T[n] = aT(%) + f(n).
> Fall 1: f(n) = O(nlogra—¢) T(n) = O(n'osra)
> Fall 2: f(n) =0 alogkn) T(n) = On8alogk*! n)

Inunserem Falla =4, b =2, und f(n) = ©(n). Also, Fall 1, da
n=0m?"¢) = O(nlosra=e),
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Beispiel: Integermultiplikation

Mastertheorem: Rekurrenz: T[n] = aT(%) + f(n).
> Fall 1: f(n) = O(nlogra—¢) T(n) = O(n'osra)
> Fall 2: f(n) =0 alogkn) T(n) = On8alogk*! n)

Inunserem Falla =4, b =2, und f(n) = ©(n). Also, Fall 1, da
n=0m?"¢) = O(nlosra=e),

Wir erhalten Laufzeit O (n?).
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Beispiel: Integermultiplikation

Mastertheorem: Rekurrenz: T[n] = aT(%) + f(n).
> Fall 1: f(n) = O(nlogra—¢) T(n) = O(n'osra)
> Fall 2: f(n) =0 alogkn) T(n) = On8alogk*! n)

Inunserem Falla =4, b =2, und f(n) = ©(n). Also, Fall 1, da
n=0m?"¢) = O(nlosra=e),

Wir erhalten Laufzeit O (n?).

= Nicht besser als ,Schulmethode”.
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Beispiel: Integermultiplikation

We can use the following identity to compute Z;:



Beispiel: Integermultiplikation
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Beispiel: Integermultiplikation

We can use the following identity to compute Z;:

Z1 =A1Bg + AgB; =7 =12
—r— ——
= (Ao + A1) - (Bo + B1) — A1B1 — AoBo

Input: Zahlen A, B, repraesentiert durch Bitarrays
der Laenge n
Output: Bitarray, das AxB enthaelt

mult(A, B, n)
if (n == 1)
return new int(A[0]*B[0]);
split(A,A0,AL);
split(B,B0,B1l);
Z2 mult(Al,Bl,n/2);
Z1 mult(AO0+Al,B0+B1,n/2)-70-72;
Z0 = mult(A0,BO,n/2);
return Z2=2" + Z1«2"/2 + 70;




Beispiel: Integermultiplikation

Zeile 11 ist leider nicht korrekt, da AO + Al bzw. BO + Bl
eventuell n/2 + 1 bits haben kénnen. Wenn man eine n/2 + 1-bit
Zahl X in das hochstwertige Bit X» und die restlichen Bits X
zerlegt kann man folgendes nutzen:

X = A0 + Al;

Y = BO + B1;
Z1 = Xp#Yp#2" + (Xg-ch + sz,n'»-)_()s'cZ”/2 + mult(X,Y) - 20 - 72;

Laufzeit hierfiir ist T(n/2) + O(n).
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Beispiel: Integermultiplikation

Wir erhalten folgende Rekurrenz:

T(n) = 3T<%) +OMm) .
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Beispiel: Integermultiplikation

Wir erhalten folgende Rekurrenz:

T(n) = 3T<%) +OMm) .

Master Theorem: Rekurrenz: T[n] = aT () + f(n).
> Case 1: f(n) = O(M®a€)  T(n)=0nPwa)

> Case 2: f(n) = O(nl°%r4logkn) T(n) = O(nloga1ogk*! n)
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Wir erhalten folgende Rekurrenz:

T(n) = 3T<%) +OMm) .

Master Theorem: Rekurrenz: T[n] = aT(%) + f(n).
> Case 1: f(n) = O(nlosra—¢) T(n) = O(nlosra)

> Case 2: f(n) = O(nl°%r4logkn) T(n) = O(nloga1ogk*! n)

Wir sind im Fall 1. Laufzeit ©(n!9823) ~ @(n!->9).
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Beispiel: Integermultiplikation

Wir erhalten folgende Rekurrenz:

T(n) = 3T<%) +OMm) .

Master Theorem: Rekurrenz: T[n] = aT () + f(n).
> Case 1: f(n) = O(nlosra-¢) T(n) = ©(nloss a)

> Case 2: f(n) = O(nl°%r4logkn) T(n) = O(nloga1ogk*! n)

Wir sind im Fall 1. Laufzeit ©(n!9823) ~ @(n!->9).

Eine deutliche Verbesserung der ,Schulmethode®.
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