Rekurrenzen

Wie finden wir einen geschlossenen Ausdruck fiir die Laufzeit?

Dafiir miissen wir die Rekursionsgleichung l6sen.
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Methoden

1. Raten+Induktion
Man rat die richtige Losung und beweist die Korrektheit
mittels vollstindiger Induktion. Man bendtigt Erfahrung um
richtig zu raten...

2. Mastertheorem
Fur die meisten Rekurrenzen gibt es ein allgemeines
Theorem, dass die asymptotisch korrekte Laufzeit fur die
jeweilige Rekurrenz angibt.
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Raten+Induktion

Zuerst missen wir die @-Notation entfernen:

T(|5])+can n>1
c2 sonst

T(n) < {

fir n = 2k:
Fir diesen Fall kdnnen wir stattdessen die folgende
Rekursionsgleichung betrachten:

T +cn n>1
T(?’l)SSL (2) 1
c sonst

Man réat die richtige Loésung und beweist, dass durch Einsetzen,
dass diese Losung korrekt ist.
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Raten+Induktion Ty <y T +ea n>1
| c sonst
Ansatz: T(n) < alogn + b.
Beweis. (durch Induktion)
» Anfang (n = 1): wahr falls b > c».
» Induktionsschritt1,..., n -1 — n:
Angenommen Aussage wahr furn’ € {1,...,n— 1}, und

n > 1. Wir beweisen sie fur n:
n
T(n) < T(§> +C

n
< (alog§ +b) +C
=a(logn—-1)+b +c;
=alogn+(ci—a)+b

<alogn+b

Gilt falls a = ¢;.




Mastertheorem

Lemma 1
Seiena > 1,b > 1 und € > 0 Konstanten. Betrachte die Rekurrenz

T(n) = aT(%) + fn) .
1. Fall:

Falls f(n) = O(nl°8@ =€) gjlt T(n) = O(no8r 2),

2. Fall:
Falls f(n) = ©(n'o8 (@ 10gk n) gilt T(n) = @(nloghulogk+l n),
k=0.

Mastertheorem

Wir beweisen das Mastertheorem fiir den Fall n = bg, und
nehmen an, dass der nichtrekursive Fall fiir ProblemgroRe 1
Kosten 1 verursacht.
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Der Rekursionsbaum

Die Laufzeit eines rekursiven Algorithmus kann durch einen
Rekursionsbaum veranschaulicht werden:

fmn)

af(y)

a?f(3s)

olojolololololololololololo [o M T

nlogy a

Mastertheorem

Das heiflt unsere Kosten sind

log, n—1 . n
T(n) =nlosva 4+ alf<ﬁ>.

i=0
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Fall 1. Sei f(n) < cnlogra—¢,

log, n—1 n
T(n) _nlogba _ Z alf(ﬁ)
i=0
logyn-1 n \logyra—e
s 3 a(y)
i=0
log, n—-1 )
p-illogy a—€) _ pei(plogyay—i — peig—i| = C?’Llo‘gh a—e€ z (be)l
i=0

_ Cnlogba—e(belogbn _ 1)/(196 -1)

_ Cnloghafe(ne _ 1)/(196 -1)

= e (€~ 1)/ (n)

Also,

- 1>n1°gb(“) = T(n) = O(n'%&r4).

c
be -1

Fall 2. Sei f(n) < cnlogva,

log, n—1

T(n) —nlogrd = aif(%)

Also,
T(n) =

i=0

IA
o
[]
&H.
—
2B
~—
=}
&
S

=cnlo&ra 3

|
a
:i—'
Q)
@
N
]
—
o
gQ
S
S

O(n'°%r *1og, n)

’=> T(n) = O(n°82logn).
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Fall 2. Sei f(n)=cn'o8a,

log, n—1 n

T(n) —nlogra = Z alf(ﬁ>

i=0
logp n—1 log, a
. Z in 8b
=C a bi
i=0

log, n—1

=cnlo®ra ]

i=0
= cnl°%r%og, n

Also,

T(n) = Qn'%%log,n) |= T(n) = Q82 logn).

Fall 2. Sei f(n) < cn'°8r2(log;, (n))k.

T(n) —n'ogra =

IA

n:hﬂzw’?:loghn] =

| Beachte, dass Zle ik < g+

, trivial ist, und fir diese obere =
1 Schranke ausreichen wirde.

: Fur eine untere Schranke reicht
"auch Zle ik > Zf:l,/z ik >
: (5/2)k+1_

log, n—1
“f(5)
&
log, n—-1 n logy a
e 3 al(gi) - (om
i=0
-1 k
et 3. (1om (7))
i=0
£-1
Cnlogba Z(g l)k
i=0

4
cnlogr az ik| =~ %{)kﬂ
i=1

%nlogb a€k+ 1

‘ = T(n) = O(n'og a1ogk+! n).
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mochten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausflhren.

Dafiir miissen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
. 1,00010011 B
1011001000

Das heilt wir konnen zwei n-bit Integer in Zeit O(n) addieren.

Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < n) multiplizieren.

10001 X1T0T11
. , 10001
E methode" fur die Integermultipli-: '| O O 0 ‘| 0
, kation. 1

:- Die Zahlen der Zwischenergebe-: O O 0 0 O 0 0
\ nisse haben héchstens m +n < 1

I 2n bits. 'l O 0 O 1 0 0 0

10111011

Laufzeit:
> Zwischenergebnisse berechnen: O(nm).
» Addieren von m Zahlen der Lange < 2n:
O((m+n)m) = O(nm).
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Beispiel: Integermultiplikation
Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Linge n = 2k,
B Bo | X ‘ Ay Ao
Dann gilt
A=A1-22 +Apund B=B1-22 + By
Also,
A-B=A1B1-2" + (A1By + AoB1) - 22 + AgBo
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Beispiel: Integermultiplikation

f Input: Zahlen A, B, repraesentiert durch Bitarrays 1
der Laenge n “Das !

: Die Addition + addiert Bitarrays. Das:
Output: Bitarray, das A=B enthaelt | funktioniert in C++ nicht direkt, aber
1 man kann stattdessen z.B. eine Funk- |
:tion add(A,B) benutzen. Wenn man:
, den Algorithmus nach C++ Ubertragen
1 mochte ist das Speichermanagement:
| etwas uniibersichtlich, da man jedes:
| Zwischenergebnis vor Funktionsende

1 wieder von Hand I6schen muss. ]

if (n == 1)
return new int(A[0]*B[0]);
split(A,A0,AL);
9 split(B,B0,B1);
10 Z2 = mult(Al,B1l,n/2);
1 Z1 = mult(AO,B1,n/2) + mult(A1l,BO,n/2);
12 Z0 mult(A0,BO,n/2);
13 return Z2=2" + Z1«2"/2 + Z0;

1
2
3
4
s mult(A, B, n)
6
7
8

Wir erhalten folgende Rekurrenzgleichung:

T(n) = 4T<g> +0Mm) .




Beispiel: Integermultiplikation Beispiel: Integermultiplikation

We can use the following identity to compute Z;:

Mastertheorem: Rekurrenz: T[n] = aT () + f(n). Z1 = A1By + AoBy =Zy =12

—r =

> Fall 1: f(n) = O(nlogra-¢) T(n) = O(nlosr ) = (Ag + A1) - (Bo + B1) — A1B1 — AoBo
> Fall 2: f(n) = @2 2logkn) T(n) = O alogkt! n) - \

Input: Zahlen A, B, repraesentiert durch Bitarrays
der Laenge n

Inunserem Falla =4, b =2, und f(n) = ®(n). Also, Fall 1, da Output: Bitarray, das AxB enthaelt

1
2
3
n=0m2c) = Onlosrae), 4
s mult(A, B, n)

. . 2 6 if (n == 1)
Wir erhalten Laufzeit O (n*<). , return new int(A[0T*B[O]);
8 split(A,A0,Al);

9

= Nicht besser als ,Schulmethode”. split(B,B0,B1);

10 Z2 = mult(Al,B1,n/2);
1 Z1 = mult(AO+A1,B0+B1,n/2)-70-72;
12 Z0 = mult(A0,BO,n/2);
13 return Z2=2" + Z1x2"/? 4+ Z70;
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Beispiel: Integermultiplikation Beispiel: Integermultiplikation

Wir erhalten folgende Rekurrenz:

Zeile 11 ist leider nicht korrekt, da AO + Al bzw. BO + Bl
eventuell n/2 + 1 bits haben kénnen. Wenn man eine n/2 + 1-bit
Zahl X in das hoéchstwertige Bit Xg und die restlichen Bits X

T(n) = 3T(%) +OMm) .

zerlegt kann man folgendes nutzen: Master Theorem: Rekurrenz: T(n] = aT (1) + f(n).
> Case 1: f(n) = O(nlogra-¢) T(n) = O(n'ogra)
é : gg : gi: » Case 2: f(n) = @(nlogbalogk n) T(n) = @(nlogb“logkﬂ n)
Z1 = XpYn#2" + (Xp#Y + Yn#X)#2"? + mult(X,Y) - Z0 - Z2;

Wir sind im Fall 1. Laufzeit ©(n!9%23) ~ @(n!-59).

Eine deutliche Verb der ,Schulmethode®.
Laufzeit hierfar ist T(1/2) 1 O(n). ine deutliche Verbesserung der ,Schulmethode
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