Fourieranalyse

Eingabe: Signal (periodisch)
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. | Im folgenden bezeichnet j die imagindre Einheit. !
Fourieranalyse
Eingabe
» x(t), periodisches Signal

» x(t) ist Uberlagerung von endlich vielen skalierten Sinus-

und Kosinusfunktionen unterschiedlicher Frequenzen
ws >0

Ausgabe

» schreibe x(t) als

t)—Zx . pdwit

> Beachte: fir jede Frequenz wys, die in x(t) vorkommt gibt
es in der obigen Formel zwei ,Frequenzen®, w;, = w; und
Wi, = —Ws

:
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Euler’s Formula

= j w e/Wt = cos(wt) + jsin(wt)
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Euler’s Formula

Es gilt
e/Wt = cos(wt) + jsin(wt)

Damit auch

cos(wt) = % (ej‘”t + e‘j“’t>
: 1 jot —jwt
sin(wt) = Z (eJ —eJ )

D.h. wenn mein Signal aus Uberlagerung von Sinus- und
Kosinusfunktionen besteht, kann ich es in die geforderte Form
bringen.
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Warum sollte ich das tun?

Komplexe Exponentialfunktionen sind Eigenfunktionen von
linear zeitinvarianten Systemen.
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\ | Dieses Verfahren ist natiirlich nur moglich wenn die Ma 1

Ve ktoren "'trix M eine Basis von Eigenvektoren besitzt, so dass man |
____________ |Jeden Vektor in die gewiinschte Form bringen kann. Dies '
I Wenn wir Vekto- !  gilt nicht far all Matrizen. |

i ren haben (xjn €1 | @ mmmemmmemm------

'R™ und Xou €,

1 R™) ist ein linea-1 Lineares

:res System ein-, Xijp System L m
'fach eine Matrix-

I : = L{Xin} = MXin)

1 multiplikation mit 1 (Xout =
! einer n x n Matrix |

linear: L{axXin} = «L{Xin}; L{Xin + Yin} = L{Xin} + L{Vin}



\ | Dieses Verfahren ist natiirlich nur moglich wenn die Ma 1

Ve ktoren ' trix M eine Basis von Eigenvektoren besitzt, so dass man |
____________ |Jeden Vektor in die gewiinschte Form bringen kann. Dies '
I Wenn wir Vekto- !  gilt nicht far all Matrizen. |

Iren haben (xn €1+ | = "o TT----------

'R™ und Xout €|

1 R™) ist ein linea-! Lineares

:res System ein-, Xijp System L m
'fach eine Matrix-

I : = L{Xin} = MXin)

1 multiplikation mit 1 (Xout =
! einer n x n Matrix |

linear: L{xxXin} = xL{Xin}; L{Xin + ¥in} = L{Xin} + L{Vin}

> zerlege xjn in Eigenvektoren, d.h., schreibe xin = >; &;v;,
wobei v; Eigenvektoren von M sind.



\ | Dieses Verfahren ist natiirlich nur moglich wenn die Ma 1

Ve ktoren ''trix M eine Basis von Eigenvektoren besitzt, so dass man |
____________ |Jeden Vektor in die gewiinschte Form bringen kann. Dies '
I Wenn wir Vekto- !  gilt nicht far all Matrizen. |

Iren haben (xin €.

'R™ und  Xout €|

1 R™) ist ein linea-1 Lineares

:res System ein-, Xijp System L m
'fach eine Matrix-

I : = L{Xin} = MXin)

1 multiplikation mit 1 (Xout =
! einer n x n Matrix |

linear: L{xXin} = &L{xin}; L{Xin + ¥in} = L{Xin} + L{Yin}
> zerlege xjn in Eigenvektoren, d.h., schreibe xin = >; &;v;,
wobei v; Eigenvektoren von M sind.

» dann gilt:

Xout = L {Zl O(ivi} = Zi x; L{vi} = Zi XiAVj

wobei A; Eigenwert zum Eigenvektor v;.



Periodische Funktionen

Lineares
e
System L

> zerlege xin(t) in Eigenfunktionen, d.h., schreibe
xin(t) = >; i fi(t), wobei f; Eigenfunktionen von L sind.




| £(¢) ist Eigenfunktion zum Eigenwert A '
falls L{f(t)} = Af(1). ]

I
L o L e e e Do I

Lineares
e
System L

> zerlege xin(t) in Eigenfunktionen, d.h., schreibe
xin(t) = >; i fi(t), wobei f; Eigenfunktionen von L sind.

Periodische Funktionen

» dann gilt:
Xout(t) = L {Zi(xifi(t)} = Ziaiﬁ{fi(t)} = ZiaiAifi(t)

wobei A; Eigenwert zur Eigenfunktion f;(t) ist.

1
1 Das ist nattrlich nur moglich, wenn wir die Funktion xj, (t) als :
| Summe von Eigenfunktionen von £ ausdriicken kénnen. !



Periodische Funktionen

Theorem
Komplexe Exponentialfunktionen (f(t) = est) sind
Eigenfunktionen von linear zeitinvarianten Systemen.
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:Das heift wenn wir periodische Signa-'

PeriOdiSChe Funktionen | le haben bendtigen wir nur eine TeiI—I

1
1 menge der Eigenfunktionen. Insbeson- |
: dere ist der Exponent rein imaginar. :

Theorem
Komplexe Exponentialfunktionen (f(t) = est) sind
Eigenfunktionen von linear zeitinvarianten Systemen.

Theorem
Jede periodische Funktion x(t) mit Periode T (d.h.,
x(t+T)=x(t) fur alle t) 1aRt sich als

& L2711
x(t)= > el Tt

i=—o00

schreiben. Im folgenden w := 27/T und f;(t) = eJ@it,

: chend gutartig sein. Stetig und differen-
1 zierbar reicht z.B. aus.

_________________________
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Bestimmung der &; — Vektoren

Wie schreibe ich einen Vektor x als >; o;v;?

‘m 14 Schnelle Fouriertransformation (FFT)
Harald Racke 483/514



Bestimmung der &; — Vektoren

Wie schreibe ich einen Vektor x als >; o;v;?

Bestimme eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren, vy,...,vy.

» Vektoren sind auf 1 normiert: ||v;|| = (v, Vi) = 1, wobei
(-, -) das Standardskalarprodukt ist.

> Vektoren sind orthogonal, d.h. fur i = j gilt (v;,v;) = 0.
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Bestimmung der &; — Vektoren

Wie schreibe ich einen Vektor x als >; o;v;?

Bestimme eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren, vy,...,vy.

» Vektoren sind auf 1 normiert: ||v;|| = (v, Vi) = 1, wobei
(-, -) das Standardskalarprodukt ist.

> Vektoren sind orthogonal, d.h. fur i = j gilt (v;,v;) = 0.

dann gilt o; = (v4, x), da

(Vi,x) = (v, 2jxjvj) = XV, Vj) = &

'Das Standardskalarprodukt fiir einen:
|Vektorraum uber Cist (x,y) = 3 X;i. |
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Bestimmung der &; — Funktionen

Wie schreibe ich ein Signal x(t) als >; & fi(t)?
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Bestimmung der &; — Funktionen

Wie schreibe ich ein Signal x(t) als >; & fi(t)?

Definiere ein Skalarprodukt, so dass fi(t)’s orthonormal sind.
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Bestimmung der &; — Funktionen

Wie schreibe ich ein Signal x(t) als >; & fi(t)?
Definiere ein Skalarprodukt, so dass fi(t)’s orthonormal sind.
Auf der Menge der T-periodischen Funktionen definiert
1 (F——
(a(t),b(t)) = 7J ab(t)dt
T Jo

ein Skalarprodukt.
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Bestimmung der &; — Funktionen

Skalarprodukt

1. (x(t),x(t)) =0

2. (x(t),x(t)) =0<= x(t) =0
3. (x(1),¥ (1) = (¥ (t),x(t))
4

Ax (), ay (1)) = x{x(£), (1))
(x(), () +z()) = (x(£),y()) + {x(£),z(t))

1., 3., und 4. folgend direkt aus Integraleigenschaften. Fiir 2.
muR man den Funktionenraum geeignet einschranken.



Bestimmung der &; — Funktionen

(fi (), fe(1))



Bestimmung der &; — Funktionen

D), fo()) = 1JT Jwit giwlt gy
1 !fwﬁ - T 0 e e



Bestimmung der &; — Funktionen

D), fo()) = 1JT Jwit giwlt gy
1 !fwﬁ - T 0 e e

1 (T . ,
_ ?J e]w(ﬁfl)tdt
0



Bestimmung der «; — Funktionen
i), folD) = 1JTW jott gy
i\t)Je =T 0 e e

(" .
:?J eJl=Dt q¢
0

i=4:

1 T
= — 1 _
TJO dt =1



Bestimmung der &; — Funktionen

Ti .
(Fit), folt)) = %JO STl piwlt gy
1 (T . )
— ?J ejww’l)tdt
0

i=4:

1 T
== | 1dt =
TJo dt =1

i+¥l: (B:=jwd—-1)+0)



Bestimmung der &; — Funktionen

Ti .
(Fit), folt)) = %JO STl piwlt gy
1 (T . )
— ?J ejww’l)tdt
0

i=4:

1 T
== | 1dt =
TJo dt =1

i+¥l: (B:=jwd—-1)+0)

T
=lJ oBt
T Jo



Bestimmung der &; — Funktionen

D), fo()) = IJT Jwit giwlt gy
1 ;f{/ - T 0 e e

1 (T . ,
_ ?J e]w(ffl)tdt
0

1 T
== | 1dt =
TJo dt =1

i+¥l: (B:=jwd—-1)+0)
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Bestimmung der &; — Funktionen

D), fo()) = IJT Jwit giwlt gy
1 ;f{/ - T 0 e e

1 (T . ,
_ ?J e]w(ffl)tdt
0

1 T
== | 1dt =
TJo dt =1

i+¥l: (B:=jwd—-1)+0)

T
Lo 1 _ 1 _
TJ [ tL_TB TB_O



Bestimmung der «; — Funktionen
i), folD) = 1JTW jott gy
i\t)Je =T 0 e e

(" .
:?J eJl=Dt q¢
0

1 T
= — 1 _
TJO dt =1

i+¥l: (B:=jwd—-1)+0)

T
Topr| oL L
e [ tL‘TB 75 "

da eBT = ei2ml-i) — 1.



Bestimmung der &; — Funktionen

Damit gilt o; = (fi(t),x(t)), d.h.
1 (T o
— = —jwit
T Jo x(t)e dt
da

(fi(t),x () = (fi(t), Xpxpfe(t)) = Dpaxp(fi(t), fr(t)) = s

:Wenn mein Signal x(t) aus nur weni-:
1 gen Frequenzen besteht, dann ist der'
:eigentliche JInformationsinhalt* des Si-1
gnals sehr gering. Hier muR ich aber |
ltrotzdem das Signal iiber dem gesam- j
Iten Intervall [0, T] auswerten um &; zu |

| bestimmen. Das ist sehr ineffizient. 1
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Approximation des Integrals

T N-1
A [ rwar=3 okt
0 k=0

A\

S

Z~
23
I
ISERE

v
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Bestimmung der «;
Angenommen mein Signal ist

x(t) = > apel®lt
¢

aber ich sehe nur das Gesamtsignal.

‘m 14 Schnelle Fouriertransformation (FFT)
Harald Racke 489/514



Bestimmung der «;
Angenommen mein Signal ist

x(t) = > apel®lt
¢

aber ich sehe nur das Gesamtsignal.

Bilde

1 N-l .
b3 xchige serieg
k=0
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Bestimmung der «;
Angenommen mein Signal ist

x(t) = > apel®lt
¢

aber ich sehe nur das Gesamtsignal.

Bilde

1 N-l .
b3 xchioe b -

_ i T .. T
jwlk,—jwivk T
Z D apel ik Wk
k=0 k=0 ¢

ﬂ \
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Bestimmung der «;
Angenommen mein Signal ist

x(t) = > apel®lt
¢

aber ich sehe nur das Gesamtsignal.

Bilde

1 N-1 o
T z X(%k)e_leNkT
k=0

ﬂ\
27:-
|

*]\H
HM

i Z(Xgejwe ke leNkT
4

O

Eq

2 o T
Zayej}u’ ke]T"lNkT
0 ¢
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Bestimmung der «;

Angenommen mein Signal ist

x(t) = > apel®lt

¢

aber ich sehe nur das Gesamtsignal.

Bilde

r k=0

1 N=1 e
= > x(k)e Iwink g =

~M

Ly

. T .. T
jwlk,—jwivk T
> opel@inke RS
k=0 ¢
N

ﬂ\
L&

Eq

=
HM

2 o T
Zayej}u’ ke]T"lNkT
0 ¢

FF =ik

fvi

m Harald Racke
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Bestimmung der «;

Angenommen mein Signal ist

x(t) = > apel®lt

¢

aber ich sehe nur das Gesamtsignal.

Bilde

r k=0

1 N=1 e
= > x(k)e Iwink g =

~M

Ly

. T .. T
jwlk,—jwivk T
> opel@inke RS
k=0 ¢
N

ﬂ\
L&

Eq

=
HM

2 o T
Zayej}u’ ke]T"lNkT
0 ¢

T -k L o

fvi
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Wie finde ich den Koeffizienten fiir Frequenz w,?
Firi # £ mod N gilt

1 N-1 om ’
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Wie finde ich den Koeffizienten fiir Frequenz w,?
Firi # £ mod N gilt

1 N-1 .21 . 1 N-1 o )
N Z el W =Dk - N Z qk mit g = el N -1 4 1
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Wie finde ich den Koeffizienten fiir Frequenz w,?
Firi # £ mod N gilt

1 Nil -er(g )k 1 Nil v -2n(e )
= e/ N ITUR = — q mitg =e/ ¥V =1
N = Nk=0
1gVN -1 .
= — =0 da =1
N gq-1 L
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Wie finde ich den Koeffizienten fiir Frequenz w,?
Firi # £ mod N gilt

1 Nil -er(g )k 1 Nil . -2n(e )
= e/ N ITUR = — q mitg =e/ ¥V =1
N = N P
1gVN -1 .
= — =0 da =1
N gq-1 L

Firi =¢ mod N

1 N-1 o ) 1 N-1
Z eJWwfl)k _ N Z 1=1
k=0 k=0

z|
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Wie finde ich den Koeffizienten fiir Frequenz w,?
Firi # £ mod N gilt

1 Nil oror 1 Nil ) P
— e/ N ITUR = — q mitg =e/ ¥V =1
N = Nk:o
1gVN -1 .
= — =0 da =1
N gq-1 L

Firi =¢ mod N

1 N-1 o ) 1 N-1
Z eJW(efl)k _ N Z 1=1
k=0 k=0

z|

Sei ZWTTS grofRte Frequenz die vorkommt. Wir wahlen N > 2s + 1.

Dann bekommt man «; exakt!!!
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Diskrete Fouriertransformation

Gegeben xq,...,XN-1 Mit x} = x(%k). Berechne
1 N-l .
N Z xpe INK fur 0 e {-s,..., s}
k=0
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Diskrete Fouriertransformation

Gegeben xq,...,XN-1 Mit x} = x(%k). Berechne
1 N-l .
N Z xpe INK fur 0 e {-s,..., s}
k=0

Anstatt negativer Werte fiir £ kénnen wir fiir negatives £, £ durch
U’ := N + { ersetzen.
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Diskrete Fouriertransformation

Gegeben xq,...,XN-1 Mit x} = x(%k). Berechne
1 N-l .
N Z xpe INK fur 0 e {-s,..., s}
k=0

Anstatt negativer Werte fiir £ kénnen wir fiir negatives £, £ durch
0" := N + { ersetzen.

Diskrete Fouriertransformation (DFT)
Gegeben xq,...,xy-1 mit xi = x(%k). Berechne

z|

N-1
N 1 _i2m .
Xy = ZxkeJN'gk fur{ e {0,...,N -1}
k=0 :Wenn wir N > 25 + 1 gewabhlt haben be- j
: rechnen wir eventuell mehr Werte als wir 1

i brauchen. Dies ist aber kein Problem. |

_________________________
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N-te Einheitswurzeln

Definition: Einheitswurzel
q € Cist N-te Einheitswurzel, gdw., gN = 1.

Definition: primitive Einheitswurzel
Einheitswurzel g € C ist primitiv falls sich jede Einheitswurzel g’
als ¢ = q' mit i € N schreiben laRt.

Beispiel:

.2
Wy = e IN st primitive N-te Einheitswurzel.
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N-te Einheitswurzeln

—
[N

~
A
X\
|
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N-te Einheitswurzeln

A
WS
b aae N
wg w{
8 8
1 .
/ N \
e -1 —
-1 ,% 1
\ /
\ y /
-3J
W Wy
~_ .y
=J
W
!
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Diskrete Fouriertransformation

Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Gegeben xo, ...,

XN_1 Mit x = x(%k). Berechne

%y % Z xWihk fur € € {0,...,N - 1}

Das heiRt wir mochten im wesentlichen das durch Koeffizienten
X0,...,Xn-1 definierte Polynom an den Stellen W}, auswerten

&< {0,...,N

- 1}.

| Ein Polynom vom Grad N — 1 hat die Form >No!¢; X1 '
Hler sind die Koeffizienten ¢; = x; und die Unbestimmte |
(Varlable) ist X. Wir mochten dieses Polynom nun an den! ]
|Stellen WN, .. W I auswerten. Danach miissen W|rI
| noch all Ergebmsse durch N dividieren. .

m Harald Racke
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Polynomauswertung

Gegeben Koeffizienten cq,...,cn-1, die ein Polynom
N-1 '
P[X]= > ciX!
i=0

definieren. Wir konnen P[z] in Zeit O(N) berechnen.

Horner-Schema:

P(X]=co+ X(c1 + X(c2 +X(---X(cN_2 +X(cN=1)) - -

evaluateHorner(C,z) // C is array of coefficients

1

2 res = C[N-11];

3 for i = N-2 to O
4 res x= z;

5 res += C[i];
6 return res;

)



Diskrete Fouriertransformation

Damit kénnen wir eine DFT in Zeit ©(N?) berechnen.
Geht das schneller?

JA: Polynomauswertung an N-ten Einheitswurzeln kann sehr
effizient gemacht werden.

| Im folgenden beschreiben wir ein Verfahren, dass ein gegebenes Polynom P vom Grad
:N — 1 (gegeben durch Koeffizienten cgp,...,cn-1) an den N-ten Einheitswurzeln, d.h.
"an den Stellen W]f}, { € {0,...,N — 1}, auswertet, wobei Wy eine beliebige primitive
1 N-te Einheitswurzel ist. Das heilt im folgenden gehen wir nicht davon aus, dass Wy =
1 e=J2T/N st Um eine DFT zu erhalten muR man das folgende Verfahren zur Auswertung

' von Polynomen mit Wy = e J2T/N anwenden und danach mit 1/N multiplizieren.
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N-te Einheitswurzeln

Halbierungslemma
Sei N € N gerade. Dann gilt Wf, ist N/2-te primitive
Einheitswurzel.
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N-te Einheitswurzeln

Halbierungslemma
Sei N € N gerade. Dann gilt Wf, ist N/2-te primitive
Einheitswurzel.

Beweis
> (Wi)N/2 = wl =1, d.h. Wi ist N/2-te Einheitswurzel.

‘m 14 Schnelle Fouriertransformation (FFT)
Harald Racke 497/514



N-te Einheitswurzeln

Halbierungslemma
Sei N € N gerade. Dann gilt Wf, ist N/2-te primitive
Einheitswurzel.

Beweis
> (W)N2 = wh =1, d.h. Wi ist N/2-te Einheitswurzel.
> Wir wollen zeigen, dass W primitive N/2-te Einheitswurzel
ist. Daflir zeigen wir, dass (W3)! fur £ € {0,...,N/2 — 1}
insgesamt N /2 verschiedene Werte ergibt.
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N-te Einheitswurzeln

Halbierungslemma
Sei N € N gerade. Dann gilt Wf, ist N/2-te primitive
Einheitswurzel.

Beweis
> (W)N2 = wh =1, d.h. Wi ist N/2-te Einheitswurzel.

> Wir wollen zeigen, dass W primitive N/2-te Einheitswurzel
ist. Daflir zeigen wir, dass (W3)! fur £ € {0,...,N/2 — 1}
insgesamt N /2 verschiedene Werte ergibt.

Angenommen es existiert £1,¥¢> € {0,...,N/2 — 1} mit
(W]%)'pl = (ij,)")2 aber 01 # {> (0.B.d.A. £1 < {»).
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N-te Einheitswurzeln

Halbierungslemma
Sei N € N gerade. Dann gilt Wf, ist N/2-te primitive
Einheitswurzel.

Beweis
> (W)N2 = wh =1, d.h. Wi ist N/2-te Einheitswurzel.
> Wir wollen zeigen, dass W primitive N/2-te Einheitswurzel
ist. Daflir zeigen wir, dass (W3)! fur £ € {0,...,N/2 — 1}
insgesamt N /2 verschiedene Werte ergibt.
Angenommen es existiert £1,¥¢> € {0,...,N/2 — 1} mit
Wi lv = (wi) !tz aber €1 = > (0.B.d.A. {1 < £2).
Dann folgt W,‘\Z,('ngﬁl) =1.Da0<2{» —-¥;) <N -1 kann
Wy damit keine primitive N-te Einheitswurzel sein (%).
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Fast Fourier Transform (FFT)

Aufgabe:
Werte Polynom P an Stellen WY, ..., Wy ™! aus.
Annahme: N ist 2er-Potenz



Fast Fourier Transform (FFT)

Aufgabe:
Werte Polynom P an Stellen WY, ..., Wy ™! aus.
Annahme: N ist 2er-Potenz

definiere:

N-2
Podd = C1 + c3X + c5X% + ..+ cn1X 2

N-2
Peven = Co + C2X + CaX? + ...+ cN-2X 2



Fast Fourier Transform (FFT)

Aufgabe:
Werte Polynom P an Stellen WY, ..., Wy ™! aus.
Annahme: N ist 2er-Potenz

definiere:

N-2
Podd = C1 + c3X + c5X% + ..+ cn1X 2

N-2
Peven = Co + C2X + CaX? + ...+ cN-2X 2

dann gilt:
Pla] = Peven[az] + apodd[az]



Fast Fourier Transform (FFT)

Aufgabe:
Werte Polynom P an Stellen WY, ..., Wy ™! aus.
Annahme: N ist 2er-Potenz

definiere:
2 N-2

Poga=c1 +c3X +c5X + ... +cn-1X 2

Peven = Co + CoX + CaX2 + o+ CN 2 X T
dann gilt:

Pla] = Peven[az] + apodd[az]

Wir miissen z.B. Poqq fiir alle a® mita € {W3,..., w1}
berechnen, d.h. fiir Menge {(W)?,..., (Wy ~1)2}, das ist aber

die Menge {W](\)]/Z,..., ]J\,V/éz_l} (Halbierungslemma).



Implementierung

.

1 Input: Polynom P of degree N-1, by coefficient array C
2 Output: R[£] contains P[W]

3

4 FFT(C,NWy) // C is array of coefficients
5 if (N==1) return C;

6 Coad = [C[1],C[3],...,CIN-111;

7 Ceven = [C[O0],C[2],...,CIN-211;

8 Rodd = FFT(Codd ,N/2,Wg);

9 Reven = FFT (Ceven,N/2 ,Wﬁ);

10 W=1; //W=W

1 for £ = 0 to N/2-1

12 R[] = Reven[g] + W * Rodg [41;
13 R[¥ + N/2] = Reven[f] - W * Roga [£];
14 w=Wy; // W =W

15 return R;

J

Um die DFT zu erhalten miissen wir Wy
das Ergebnis durch N dividieren.

= ¢ J2TIN getzen, und



. UFiir N = 1 besteht das Polynom nur aus Koeffizient co, !
Korre kthelt : d.h., bei der Auswertung ist nichts zu tun. :

Nach Zeile 5/6 gilt T TTTTTTToTTTTTTmmmmmome

Rodd[] = Podd[Wy»] = PoaalWg'1  fir£=0,...,N/2-1
Reven[g] = Peven[Wjé/z] = Peven[W]%]e] fur € = O’---,N/Z -1

Nach Zeile 9 gilt

R[£] = Peven W1+ Wi - Pogal W1 = PIW{]

Nach Zeile 10 gilt

R[L + N/2] = Peven[WZ'1 = Wi - Pogg[ W]

= Peven[(WE™N/2)2] 4 WEHNI2 L pogal(w i ™N/%)2]



Fast Fourier Transform (FFT)

Laufzeit:
» Rekurrenzgleichung: T(n) =2T(n/2) + O(n)
» Mastertheorem ergibt: T(n) = O(nlogn)

‘m 14 Schnelle Fouriertransformation (FFT)
Harald Racke 501/514



. i . _\Hier vewenden wir wieder Wy =

Diskrete Fouriertransformation: znx, an., wy ist keine beliebig
1 Einheitswurzel.

Eine DFT berechnet das folgende Matrix-VéKtor Produkt.

m

11 1 . 1 X0 %o
1l ww wg oo Wil X1 X1
Nt : : o
1 wh-! Wﬁ(N*” W](VN’DZ XN_1 N1
. e ,

Vn heiRt Vandermonde matrix. Die Inverse Matrix Vﬁl ist
gegeben durch

1 1 1 ce 1
-1 _2 —(N-1)
. 1 Wy Wy e Wy
W =N : : :
_ _ _ _ _ _1)2
1 WN(N 1) WNz(N 2 WN(N 1
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Diskrete Fouriertransformation

Beweis:
Das Element in Zeile i und Spalte j in Vi - Vﬁl ist gegeben durch

—_ — 1 i=j modN
Z Hzlk WJk Z Jk
P ( ) P ) SLO i+j modN
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Polynominterpolation

Angenommen wir haben ein Polynom an Stellen W3,..., W !
ausgewertet. Mit Hilfe von V! kénnen wir die Koeffizienten des
Polynoms herausfinden:

1 1 1 e 1 PIWY] Co

1wyt Wit o WU piwd c1

1wy Wt WY APy CN-1
N-Vi!

Um das Matrix-Vektor-Produkt auszurechen missen wir den
FFT-Algorithmus mit —Wy benutzen; wobei P[WY1,...,P[WY 1]
die Koeffizienten des auszuwertenden Polynoms sind.
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P | :Man kann Polynome als Funktionen auffassen; z.B. f : R —»'
o ynome | R, f(x) — P[x]. Allgemeiner ist es aber Polynome als algebrai- .

| sche Objekte aufzufassen. Auf diesen Objekten gibt es Operatio- ]

' nen wie z.B. Auswertung, Multiplikation, Addition, oder Division. :

Ein formaler Ausdruck der Form
P[X]l=co+c1 X+ X%+ +cp 1 X1

mit ¢; € R und c¢;—1 # 0 heilt Polynom vom Grad n — 1. Die ¢;
heilRen Koeffizienten des Polynoms.

» grad(P) bezeichnet den Grad des Polynomes;
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Operationen auf Polynomen

Seien A[X], B[X] Polynome
> Auswertung: berechne fiir xo € R

Alxo]

» Addition: berechne Polynom C[X], so daR fir alle x € R

» Multiplikation: berechne Polynom C[X], so daR fiir alle
xeR
Clx] = A[x] + B[x]
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Reprasentation von Polynomen

Koeffizientdarstellung
Wir reprasentieren das Polynom durch die Koeffizienten
CO,...,Cnfl.
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Reprdsentation von Polynomen

Theorem:
Ein Polynom vom Grad n — 1 ist durch Funktionswerte an n
paarweise verschiedenen Stellen eindeutig definiert.

Stiitzstellendarstellung
Wir wahlen n paarweise verschiedene Stiitzstellen xq,...,xn-1.

Wir reprasentieren das Polynom P durch die Funktionswerte
Plxol,...,P[xn-1].

Die Stutzstellendarstellung ist nicht eindeutig. Jede Menge von
verschiedenen Punkten xq,...,Xn—1 kann verwendet werden.
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Auswertung von Polynomen

Koeffizientendarstellung
Mit dem Hornerschema kénnen wir P[z] in Zeit ©(n) berechnen.
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Auswertung von Polynomen

Koeffizientendarstellung
Mit dem Hornerschema kénnen wir P[z] in Zeit ©(n) berechnen.

Stiitzstellendarstellung bzgl. xo, ..., xn-1
nicht so einfach...
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Addition von Polynomen

Koeffizientendarstellung
Seien ay,...,an—1 Koeffizienten von A[X] und by,...,by_1
Koeffizienten von B[ X].

Koeffizienten von C[X] = A[X] + B[X] sind gegeben durch
ci = ai + by, d.h. wir benétigen n Additionen.
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Addition von Polynomen

Koeffizientendarstellung
Seien ay,...,an—1 Koeffizienten von A[X] und by,..., by
Koeffizienten von B[ X].

Koeffizienten von C[X] = A[X] + B[X] sind gegeben durch
ci = ai + by, d.h. wir benétigen n Additionen.

Stiitzstellendarstellung bzgl. xo, ..., xn-1
Sei A[x;] = a; und B[x;] = b;. C[xi] = a; + b; (direkt aus der
Definition). D.h. wir benoétigen n Additionen.
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Multiplikation von Polynomen

Stiitzstellendarstellung bzgl. xo, ..., xn-1
Sei A[x;] = a; und B[x;] = b;. C[x;] = a; - b; (direkt aus der
Definition). D.h. wir benoétigen n Multiplikationen.
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Multiplikation von Polynomen

Stiitzstellendarstellung bzgl. xo, ..., xn-1
Sei A[x;] = a; und B[x;] = b;. C[xi] = a; - b; (direkt aus der
Definition). D.h. wir benoétigen n Multiplikationen.

Koeffizientendarstellung
Seien ag,...,a,—1 Koeffizienten von A[X] und by,..., b1
Koeffizienten von B[ X].

Koeffizienten von C[X] = A[X] - B[X] sind gegeben durch
i
ci= > akbi_i
k=0

Fiir Element c; bendtigt man i + 1 Multiplikationen und 1
Additionen. Insgesamt Aufwand O (n?).
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Interpolation

Transformation eines Polynoms von Stitzstellendarstellung in
Koeffizientendarstellung heiRt Polynominterpolation.
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Interpolation

Stutzstellen xoq, ..., x,—1 beliebig. Sei y, = A[xy].
Lagrange-Interpolationsformel:

n-1 . o
AIXT = S ypdek X2

o MLj=k(xk —xj)

Aufwand: ©(n?) durch geschickte Reihenfolge der Operationen.

' Es ist klar, dass die Formel ein Ponnom \
|vom Grad hochstens n—1 liefert. AuRer- '
| dem sieht man leicht, dass A[xy] = yi !
Iist. Also ergibt die Formel das gesuchte :
1 Polynom.

_________________________
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Beobachtung
Wenn wir komplexe Einheitswurzeln als Stiitzstellen verwenden

kénnen wir in Zeit O(nlogn) zwischen Koeffizientendarstellung

Wir kénnen Polynome in Koeffizientendarstellung in Zeit
O(nlogn) multiplizieren.
> berechne Stitzstellendarstellung bzgl. Einheitswurzeln (Zeit
O(nlogn) via FFT)
> berechne Produkt in Stutzstellendarstellung: Zeit (1)

> berechne Koeffizientendarstellung aus
Stutzstellendarstellung (Zeit @(nlogn) via inverser FFT)
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