Fourieranalyse

Eingabe: Signal (periodisch)

o

Ausgabe: Zerlegung in Teilfrequenzen
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Im folgenden bezeichnet j die imagindre Einheit. !

Fourieranalyse L I e L e g e '
Eingabe
» x(t), periodisches Signal

> x(t) ist Uberlagerung von endlich vielen skalierten Sinus-
und Kosinusfunktionen unterschiedlicher Frequenzen
ws >0

Ausgabe
» schreibe x(t) als

x(t) = ) %[w;] - el@it

2

» Beachte: fiir jede Frequenz wy, die in x(t) vorkommt gibt
es in der obigen Formel zwei ,Frequenzen®, w;, = ws und
Wi, = —Wgs
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Euler’s Formula

i w eJWt = cos(wt) + jsin(wt)

» N\
/ 2 sin wt
/ \
wt .
*\1 -1 cos wt Il ’
O, /
/
~—_ » e

Euler’s Formula

Es gilt
e/t = cos(wt) + jsin(wt)

Damit auch

(ejwt i efjwt)

N | —

cos(wt) =
sin(wt) = i (ejwt _ e—jwt)
2j

D.h. wenn mein Signal aus Uberlagerung von Sinus- und
Kosinusfunktionen besteht, kann ich es in die geforderte Form
bringen.
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Warum sollte ich das tun?

Komplexe Exponentialfunktionen sind Eigenfunktionen von
linear zeitinvarianten Systemen.
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| Dieses Verfahren ist natiirlich nur méglich wenn die Ma |

Ve ktoren : trix M eine Basis von Eigenvektoren besitzt, so dass man
____________ |Jeden Vektor in die gewiinschte Form bringen kann. Dies ;
|Wenn wir Vekto- !  gilt nicht fir all Matrizen. |
iren haben (xin €1 | "o T T TT ST oo oo o ooooooo—o—o-—---os
'R" und Xow € ;

1 R™) ist ein linea-! Lineares
| res System ein- Xin > System s
'fach eine Matrix-

= L{Xin} = MXin)

| multiplikation m|tI (Xour =
| einer n X n Matrix |

> linear: L{xXin} = &L{Xin}; L{Xin + Yin} = L{Xin} + L{Vin}

> zerlege Xi, in Eigenvektoren, d.h., schreibe xj, = >; &;jv;,
wobei v; Eigenvektoren von M sind.

» dann gilt:

Xout = L {Zl O‘ivi} = Zi x;i L{vi} = Zi XiAiV;

wobei A; Eigenwert zum Eigenvektor v;.

1 f(t) ist Eigenfunktion zum Eigenwert Al !
! falls L{f ()} =Af(L).

Lineares
m seitinvariantas m
System L

Periodische Funktionen

> zerlege xjy(t) in Eigenfunktionen, d.h., schreibe
xin(t) = >; & fi(t), wobei f; Eigenfunktionen von £ sind.

> dann gilt:

Xout() = LY i i)} =D i LUfi(D)} = D cidifilt)

wobei A; Eigenwert zur Eigenfunktion f;(t) ist.

1
1 Das ist natiirlich nur méglich, wenn wir die Funktion xin (t) als !
: Summe von Eigenfunktionen von £ ausdriicken kénnen. !

:Das heiRt wenn wir periodische Signa-
i le haben benétigen wir nur eine Teil-
1 menge der Eigenfunktionen. Insbeson-
\ dere ist der Exponent rein imagindr.

Periodische Funktionen

Theorem
Komplexe Exponentialfunktionen (f(t) = et) sind
Eigenfunktionen von linear zeitinvarianten Systemen.

Theorem
Jede periodische Funktion x(t) mit Periode T (d.h.,
x(t+T) = x(t) fur alle t) 1aRt sich als

e - 2701
x(t)= > oyel Tt

i=—o0

schreiben. Im folgenden w := 217/T und f;(t) = eJ®iL,

: Die periodischen Signale miissen hinrei- :
| chend gutartig sein. Stetig und differen-
1 zierbar reicht z.B. aus. 1
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Bestimmung der «; — Vektoren

Wie schreibe ich einen Vektor x als >; &;v;?

Bestimme eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren, vy,...,vy.

» Vektoren sind auf 1 normiert: ||v;]| = (v;, v;) = 1, wobei
(-, -) das Standardskalarprodukt ist.

> Vektoren sind orthogonal, d.h. fur i # j gilt (v;,v;) = 0.
dann gilt &; = (v4,x), da

(Ui, x) = (v, 2j0v;) = 26V, Vj) = &

1 Das Standardskalarprodukt fir einen ]
Vektorraum uber Cist (x,y) = >; X;Vi. "

I
L 1
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Bestimmung der «; — Funktionen

Wie schreibe ich ein Signal x(t) als >; ot; fi (t)?
Definiere ein Skalarprodukt, so dass fj(t)’s orthonormal sind.

Auf der Menge der T-periodischen Funktionen definiert

Y
(@), b(t)) = jo aOb(Ddt

ein Skalarprodukt.
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Bestimmung der «; — Funktionen

Skalarprodukt

1. (x(t),x(t)) =0
(x(t),x(t))=0<=x(t) =0
(x(t),y(t)) = (y(t),x(t))

(x(t),xy (1)) = ax{x(t), ¥ (L))
(x(t), () +z(1)) = (x(t),y (1)) + {x(t),z(t))

> W N

1., 3., und 4. folgend direkt aus Integraleigenschaften. Fiir 2.
mul man den Funktionenraum geeignet einschranken.

Bestimmung der «; — Funktionen

(fi(t), fo(t))

LT ot
L | ejwitpiwltyy
TJO

1 (T . )
fj e]m(#—l)tdt
0

i=4:
1 T
== 1dt =1
TJO

il (B:=jwH-1i)=0)

T T
B 2 g e
T Jo T|B™ |, TB TB

da efT = ef2mt=i) = 1,




Bestimmung der «; — Funktionen

Damit gilt o; = (fi(t),x (1)), d.h.

1 (T o
o« = Jo x(t)e J@itdt
da

(fi(6),x(t)) = (fi(t), Xpcxpfe(t)) = Zpoxp(fi(t), fo(t)) = i

:Wenn mein Signal x(t) aus nur weni-:
1 gen Frequenzen besteht, dann ist der'
:eigentliche Jnformationsinhalt* des Si-1
1 gnals sehr gering. Hier muB ich aber |
ltrotzdem das Signal liber dem gesam- j
Iten Intervall [0, T] auswerten um «; ZUI

| bestimmen. Das ist sehr ineffizient. 1

leider muR man hier integrieren...
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Approximation des Integrals

T N-1

ﬂ J fdt = > fki)k
0 k=0

Qs

S

=4
o
NS A

Z/~

Y
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Bestimmung der «;
Angenommen mein Signal ist
x(t)=> oxpel®lt
L
aber ich sehe nur das Gesamtsignal.
Bilde
1 Nl o - o
PSSR - LS S ettt et
- k=0 ¢
N71 2 o T
_* Z J"é’ k—J%TlNkZE
T k=0 E
- Sy 3 R0
i k=0
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Wie finde ich den Koeffizienten fiir Frequenz w,?
Firi #+ £ mod N gilt

PN 1 N=1 P
N Z e W=Dk _ N Z qk mit g = I =1) L q
k=0 k=0
1gN-1 N
= — =0 da =1
Ng-1 1
Firi = £ mod
N-1 N-1
% eJZ]\TJT(1[2 l)k_% 1=1
k=0 k=0

Sei ZWWS groRte Frequenz die vorkommt. Wir wahlen N > 25 + 1.
Dann bekommt man «; exakt!!!
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Diskrete Fouriertransformation

Gegeben xq,...,xN-1 Mit x; = x(%k). Berechne
1 N-1 .
N S xpe N fur e {-s,...,s}
k=0

Anstatt negativer Werte fiir £ kénnen wir fiir negatives £, £ durch
" := N + 0 ersetzen.

Diskrete Fouriertransformation (DFT)
Gegeben xq,...,xXN-1 Mit x; = x(%k). Berechne

Z ve I Nk fir f € {0,...,N - 1}

|Wenn wir N > 2s + 1 gewahlt haben be- j
rechnen wir eventuell mehr Werte als wir

i ' brauchen. Dies ist aber kein Problem. 1
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N-te Einheitswurzeln

Definition: Einheitswurzel
q € Cist N-te Einheitswurzel, gdw., gV =

Definition: primitive Einheitswurzel
Einheitswurzel g € C ist primitiv falls sich jede Einheitswurzel g’
als g’ = @' miti € N schreiben laRt.

Beispiel:

L2
Wy = eI N st primitive N-te Einheitswurzel.
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N-te Einheitswurzeln

=
X

wi

5

4 de > WO _)
2z < >
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\ : /
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Diskrete Fouriertransformation

Diskrete Fouriertransformation (DFT)
Gegeben xq,...,xXN-1 mit x; = x(%k). Berechne

%y %Z wik fur € € {0,...,N -1}

Das heilit wir mochten im wesentlichen das durch Koeffizienten
X0,...,XnN-1 definierte Polynom an den Stellen W]f} auswerten

(¢ € {0,...,N —1}).

| Ein Polynom vom Grad N — 1 hat die Form ZN 01 i XL '
i \ Hier sind die Koeffizienten ¢; = xj und die Unbest|mmte |
] (Varlable) ist X. Wir mochten dieses Polynom nun an den

|Stellen WN, .. WN L auswerten. Danach miissen WII"
| noch all Ergebmsse durch N dividieren. .

___________________________________
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Polynomauswertung Diskrete Fouriertransformation

Gegeben Koeffizienten co,...,cn-1, die ein Polynom
N-1 ‘
PIX]= > X'
i=0

Damit kénnen wir eine DFT in Zeit O(N?) berechnen.
definieren. Wir konnen P[z] in Zeit O(N) berechnen.
Geht das schneller?
Horner-Schema:
JA: Polynomauswertung an N-ten Einheitswurzeln kann sehr

P[X]=co+X(c1 +X(c2 + X(-- - X(cn-—2 + X(cN=-1)) - -+))) effizient gemacht werden.
1 evaluateHorner(C,z) // C is array of coefficients .In; Fo_lg_eaae_n_b_e;c;]FeTb_ea ;vTr_eTn_qe;f_a\ﬁr;r; _d;s_s_eTn_g_e_géb_el_qe_s_P_oI_yH(;n; }’_VE)I;]_G_I’a_d_
2 res = C[N-11]; I N — 1 (gegeben durch Koef‘ﬁznenten COyevns cN-1) an den N-ten Einheitswurzeln, d.h. j
3 for i = N-2 to 0 'an den Stellen WN, Y € {0,. — 1}, auswertet, wobei Wy eine beliebige pr|m|t|ve|
4 fES oo 20 .N -te Einheitswurzel ist. Das he|[5t im folgenden gehen wir nicht davon aus, dass Wy = |
c g oo Ci il e~J2m/N jst. Um eine DFT zu erhalten muR man das folgende Verfahren zur Auswertung j
a R T—— ’ Ivon Polynomen mit Wy =e —J2m/N anwenden und danach mit 1/N multiplizieren. |
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N-te Einheitswurzeln Fast Fourier Transform (FFT)
Halbierungslemma Aufgabe: . Nl
Sei N € N gerade. Dann gilt W ist N/2-te primitive Werte Polynom P an Stellen Wy, ..., Wy
Einheitswurzel. Annahme: N ist 2er-Potenz
Beweis definiere:
> (Wi)N2 = wh =1, d.h. WS ist N/2-te Einheitswurzel 2, 2
N N » M EN ) Podd=C1+C3X+C5X ..+ CN-— 1X 2
> Wir wollen zeigen, dass Wﬁ, primitive N/2-te Einheitswurzel —2
. L - N Peven = €0 + C2X + CaX? 4 o 4 CN_2X T
ist. Dafur zeigen wir, dass (W3)! far £ € {0,...,N/2 — 1} even = €0 7 €2 4 N=2
insgesamt N /2 verschiedene Werte ergibt.
Angenommen es existiert £1,¢» € {0,...,N/2 — 1} mit dann gilt:
(ng])[)1 = (W]%)"Q aber ¥1 = > (0.B.d.A. {1 < {>). Pla]l = Peven[az] + aPodd[aZ]
Dann folgt WZ(EZ 1. pa0< 2(f> —¥1) <N -1 kann

Wy damit keine primitive N-te Einheitswurzel sein (¢). Wir missen z.B. Poqq fur alle a® mit a & {erfa ey sz\\fjfl}
berechnen, d.h. fiir Menge {(W)2,..., (WY~ 1)?2}, das ist aber

i 0 N/Z 1 .
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Implementierung
r] Input: Polynom P of degree N-1, by coefficient array C )
2 Output: R[] contains P[W]
3
4 FFT(C,N.Wy) // C is array of coefficients
5 if (N==1) return C;
6 Codd = [C[1]1,C[3],...,C[N-11];
7 Ceven = [C[O],C[2],...,CIN-2]1;
8 Rodd = FFT(Codd ,N/2 Wg);
9 Reven = FFT(Ceven,N/2 yWrﬁ)i
10 W=1; //W=WwW
1 for £ = 0 to N/2-1
12 R[] = Reven[f] + W * Rogq [£];
13 R[€ + N/2] = Reven[f] - W * Rogq [£];
14 W= Wy // W =W,
15 return R;

Um die DFT zu erhalten miissen wir Wy = e /27/N setzen, und
das Ergebnis durch N dividieren.

: Fur N = 1 besteht das Polynom nur aus Koeffizient cg, :
1 d.h., bei der Auswertung ist nichts zu tun. |

__________________________________

Korrektheit
Nach Zeile 5/6 gilt

Rodd[£] = Podd[ W 2] = PoaalW3!1 fur £=0,...,N/2 -1
Reven[¥] = Peven[st/z] = Peven[Wj%g] fur{ =0,...,N/2 -1

Nach Zeile 9 gilt

R[] = Peven[WZ'1 + WY, - Poaa[WZE1 = PIW]]

Nach Zeile 10 gilt

RLC + N/2] = Peven[WR'] ~ WY - Posa[W§']
= Povenl WA ™/%)21 4 W2 - Pogg LW ™N/%)2)

Fast Fourier Transform (FFT)

Laufzeit:
» Rekurrenzgleichung: T(n) =2T(n/2) + O(n)
» Mastertheorem ergibt: T(n) = O(nlogn)

Iy
| Hier vewenden wir wieder Wy =

Diskrete Fouriertransformation: e~2IN dh. Wy ist keine beliebige |
1 Einheitswurzel. 1

Eine DFT berechnet das folgende Matrix=VéKtor Produke.

1 1 1 1 X0 X0
111 wa Wi w1 X1 %1

: : 3 - : )

1 W]{\,”l Wf,(N 2) WISJN D XN-1 XN-1

« J
—~—

VN

Vv heiBt Vandermonde matrix. Die Inverse Matrix V! ist
gegeben durch

1 1 1 1
_ -2 ~(N-1)
4 1 1 WNl WN WN
1 W&(N—l) W§2<N—2> L W}\—](N—l)z
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Diskrete Fouriertransformation

Beweis:
Das Element in Zeile i und Spalte j in Viy - V! ist gegeben durch

N-1 N-1 . .
NkZZO(WN) (Wn™) _NkZO(WN )= 0 i+j modN

Polynominterpolation

Angenommen wir haben ein Polynom an Stellen Wy,..., Wi !
ausgewertet. Mit Hilfe von V! kénnen wir die Koeffizienten des
Polynoms herausfinden:

1 1 1 1 PIWY] co
1wyt wit e W™ PIw] ¢

L G i . :
1wyt wy ™D \PIWY eN-1

N-Vy!

Um das Matrix-Vektor-Produkt auszurechen miissen wir den
FFT-Algorithmus mit —Wy benutzen; wobei P[W3],...,P[W{ ]
die Koeffizienten des auszuwertenden Polynoms sind.
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' Man kann Polynome als Funktionen auffassen; z.B. f : R — !
IR, f(x) — P[x]. Allgemeiner ist es aber Polynome als algebrai- ,
| sche Objekte aufzufassen. Auf diesen Objekten gibt es Operatio- '
: nen wie z.B. Auswertung, Multiplikation, Addition, oder Division.

Polynome

Ein formaler Ausdruck der Form
PIX]=co+c1X+coX?+ -+ +cpa X1

mit ¢; € R und ¢;,—1 # 0 heilt Polynom vom Grad n — 1. Die ¢;
heiRen Koeffizienten des Polynoms.

» grad(P) bezeichnet den Grad des Polynomes;

Operationen auf Polynomen

Seien A[X], B[X] Polynome

» Auswertung: berechne flur xp € R

Alxo]

» Addition: berechne Polynom C[X], so daR fur alle x € R

» Multiplikation: berechne Polynom C[X], so daR fir alle

xeR
Clx] = Alx] + Blx]
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Reprasentation von Polynomen

Koeffizientdarstellung
Wir reprdsentieren das Polynom durch die Koeffizienten
COyevyCn—1-

Reprasentation von Polynomen

Theorem:
Ein Polynom vom Grad n — 1 ist durch Funktionswerte an n
paarweise verschiedenen Stellen eindeutig definiert.

Stutzstellendarstellung

Wir wahlen n paarweise verschiedene Stitzstellen xo,...,Xn—1.

Wir reprdsentieren das Polynom P durch die Funktionswerte
Plxol,...,Plxn-1].

Die Stutzstellendarstellung ist nicht eindeutig. Jede Menge von
verschiedenen Punkten xg,...,Xx,_1 kann verwendet werden.
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Auswertung von Polynomen

Koeffizientendarstellung
Mit dem Hornerschema koénnen wir P[z] in Zeit O(n) berechnen.

Stiitzstellendarstellung bzgl. x¢, ..., xn-1
nicht so einfach...
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508/514
Addition von Polynomen
Koeffizientendarstellung
Seien ay,...,an—1 Koeffizienten von A[X]| und bg,...,bn_1
Koeffizienten von B[ X].
Koeffizienten von C[X] = A[X] + B[ X] sind gegeben durch
ci = ai + bi, d.h. wir benétigen n Additionen.
Stiitzstellendarstellung bzgl. x¢, ..., xn-1
Sei A[x;] = a; und B[x;] = b;. C[x;] = a; + b; (direkt aus der
Definition). D.h. wir benotigen n Additionen.
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Multiplikation von Polynomen

Stiitzstellendarstellung bzgl. x¢, ..., xn-1
Sei A[x;] = a; und B[x;] = b;. C[x;] = a; - b; (direkt aus der
Definition). D.h. wir benétigen n Multiplikationen.

Koeffizientendarstellung
Seien ay,...,an-1 Koeffizienten von A[X] und bg,..., by
Koeffizienten von B[ X].

Koeffizienten von C[X] = A[X] - B[X] sind gegeben durch
i
ci = > arbi_k
k=0

Fir Element ¢; bendtigt man i + 1 Multiplikationen und i
Additionen. Insgesamt Aufwand O(n?).
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Interpolation

Transformation eines Polynoms von Stiitzstellendarstellung in
Koeffizientendarstellung heifkt Polynominterpolation.
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Interpolation

Stitzstellen xo,...,x,—1 beliebig. Sei y, = A[xk].
Lagrange-Interpolationsformel:

n-1
ek (X = x;)
A[X] = I I
go kathk(Xk - Xj)

Aufwand: O(n?) durch geschickte Reihenfolge der Operationen.

: Es ist klar, dass die Formel ein Polynom :

1 vom Grad héchstens n—1 liefert. AuBer- |
:dem sieht man leicht, dass A[xy] = yi !
! ist. Also ergibt die Formel das gesuchte ]
i Polynom. !

_________________________
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Beobachtung
Wenn wir komplexe Einheitswurzeln als Stitzstellen verwenden
kénnen wir in Zeit O(nlogn) zwischen Koeffizientendarstellung

Wir kdnnen Polynome in Koeffizientendarstellung in Zeit
O(nlogn) multiplizieren.

> berechne Stiitzstellendarstellung bzgl. Einheitswurzeln (Zeit
O(nlogmn) via FFT)

» berechne Produkt in Stutzstellendarstellung: Zeit (1)

» berechne Koeffizientendarstellung aus
Stiutzstellendarstellung (Zeit O(nlogn) via inverser FFT)
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