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Personen

Vorlesung

Prof. Harald Racke (raecke@in.tum.de)
Lehrstuhl fur Algorithmen & Komplexitat
(Prof. Albers)

Zentraliibung

Sebastian Weil (sebastianl3.weiss@tum.de)
Doktorand am

Lehrstuhl fur Grafik und Visualisierung

(Prof. Westermann)
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Personen

Tutoren

Lizichong Li

Lisa RoRgoderer
Rojda Hicsanmaz
Jan Hinermann
Nadia Masmoudi
Islam Benshaban
Aaron Kutzner
Stefan Kammermeier
Martin Zimmermann
Selin Kesler
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Termine

Vorlesung

Montag, 8:00 - 9:30, Raum 1200
Mittwoch, 15:00 - 16:30, Raum 1200

Zentraliibung
Dienstag, 9:45 - 11:15, Raum 1200
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Termine

Vorlesung

Montag, 8:00 - 9:30, Raum 1200
Mittwoch, 15:00 - 16:30, Raum 1200

Zentraliibung
Dienstag, 9:45 - 11:15, Raum 1200

Terminplan

Bitte Terminplan auf Vorlesungswebseite beachten!
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Termine

Tutoriibungen

Fr 9:45-11:15 0509.EG.999 (0999)

Fr 9:45-11:15 0504.EG.406 (0406)
Do 8:00- 9:30 0504.EG.406 (0406)

Fr 11:30-13:00 0509.EG.999 (0999)
Di 15:00-16:30 0509.EG.999 (0999)
Di 15:00-16:30 0103.05.325 (N5325)
Mi 11:30-13:00 0504.EG.406 (0406)
Fr 11:30-13:00 0504.EG.406 (0406)
Do 8:00- 9:30 0103.05.325 (N5325)
Di 15:00-16:30 0504.EG.406 (0406)
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Informationen online

Moodle
https://www.moodle.tum.de/course/view.php?id=45840

» samtliche Vorlesungsmaterialien (Folien, Ubungsblitter,
Ubungsklausuren)

» aktuelle Nachrichten

» Diskussions-Forum
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Kontakt und Feedback

Fiir Fragen:
» Personlich

> Sprechstunde nach Vereinbarung
> in der Tutoriibung
> in der Zentraliibung

» Email (inhaltliche Fragen ins Forum)

» Diskussions-Forum in Moodle
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Kontakt und Feedback

Fiir Fragen:
» Personlich

> Sprechstunde nach Vereinbarung
> in der Tutoriibung
> in der Zentraliibung

» Email (inhaltliche Fragen ins Forum)

» Diskussions-Forum in Moodle

Feedback
Feedback zur Vorlesung/Ubung ist jederzeit willkommen (bitte
nicht erst in den Evaluierungsbdgen)!
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Ablauf: Vorlesung

Folienvortrag
> mit gelegentlichen Annotationen
» kein Skript!

> Folien vor Vorlesung als PDF zum Download

Eigene Notizen sind hilfreich!
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Ablauf: Zentraliibung

> Keine Zentrallibung am Dienstag, 22.04.2019
> Erste Zentrallibung: Dienstag, 30.04.2018
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Ablauf: Zentraliibung

v

Keine Zentraliibung am Dienstag, 22.04.2019
Erste Zentraliibung: Dienstag, 30.04.2018

v

v

Beispielaufgaben zu ausgewahlten Themen der Vorlesung

v

Begleitetes Programmieren in C/C++
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Ablauf: Zentraliibung

> Keine Zentrallibung am Dienstag, 22.04.2019
> Erste Zentrallibung: Dienstag, 30.04.2018

> Beispielaufgaben zu ausgewahlten Themen der Vorlesung

> Begleitetes Programmieren in C/C++

» Beantwortung von ausgewadhlten Fragen

> nur Fragen zur Vorlesung (Fragen zu Ubungsblattern in
Tutorlibungsgruppen)

m Harald Racke
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Ablauf: Tutoriitbungen
Keine Tutoriibungen in der ersten Vorlesungswoche
Erste Tutoriibung ab Montag, 6.05.2019
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Ablauf: Tutoriitbungen
Keine Tutoriibungen in der ersten Vorlesungswoche
Erste Tutoriibung ab Montag, 6.05.2019

Jede Woche ein Ubungsblatt
> 3-5 Aufgaben

» zur Anwendung und Vertiefung der Vorlesung
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Jede Woche ein Ubungsblatt
> 3-5 Aufgaben

» zur Anwendung und Vertiefung der Vorlesung

In der Tutoriibung
» Besprechung der Aufgaben
» Individuelle Beantwortung von Fragen

> keine Korrektur der Aufgaben
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Ablauf: Tutoritbungen
Keine Tutoriibungen in der ersten Vorlesungswoche
Erste Tutoriibung ab Montag, 6.05.2019

Jede Woche ein Ubungsblatt
> 3-5 Aufgaben

» zur Anwendung und Vertiefung der Vorlesung

In der Tutoriibung
» Besprechung der Aufgaben
» Individuelle Beantwortung von Fragen

> keine Korrektur der Aufgaben

Eigene Bearbeitung der Ubungsblitter dringend empfohlen!

» z.B. auch in kleinen Gruppen
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Leistungsnachweis

Klausur am 6.08.2019
» Schriftliche Priifung
» Dauer: 120 Minuten

> erlaubte Hilfsmittel: handbeschriebenes DIN A4 Blatt
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Leistungsnachweis

Klausur am 6.08.2019
» Schriftliche Priifung
» Dauer: 120 Minuten

> erlaubte Hilfsmittel: handbeschriebenes DIN A4 Blatt

Vorbereitung durch aktive Teilnahme und Bearbeitung des
Ubungs-Programms
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Leistungsnachweis

Klausur am 6.08.2019
» Schriftliche Prifung
» Dauer: 120 Minuten

> erlaubte Hilfsmittel: handbeschriebenes DIN A4 Blatt

Vorbereitung durch aktive Teilnahme und Bearbeitung des
Ubungs-Programms

Keine Probeklausuren
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Allgemeine Regeln

Wir dulden keine Ruhestérung!
» Weder in Vorlesung und Ubung, noch in Tutoriibungen

> Es besteht keine Anwesenheitspflicht!

Fragen nach den Veranstaltungen!
» ausserhalb des Horsaals!

> Fragen sonst gerne wahrend den Veranstaltungen, per
Email/Diskussionsforum oder personlich nach Vereinbarung

Transferleistung zu Computertechnik bzw. GOP dringend
empfohlen

> Begleitetes Programmieren wahrend der Zentraliibung aktiv
wahrnehmen

> Hilft enorm fir besseres Verstandnis der Algorithmen
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1 Literatur

ﬁ Ronald L. Graham, Donald E. Knuth, Oren Patashnik:
Concrete Mathematics,
2. Auflage, Addison-Wesley, 1994

@ Volker Heun:
Grundlegende Algorithmen: Einfiihrung in den Entwurf und
die Analyse effizienter Algorithmen,
2. Auflage, Vieweg, 2003

@ Jon Kleinberg, Eva Tardos:
Algorithm Design,
Addison-Wesley, 2005
[4 Donald E. Knuth:
The art of computer programming. Vol. 1: Fundamental

Algorithms,
3. Auflage, Addison-Wesley, 1997
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1 Literatur

[3 Uwe Schéning:
Algorithmik,
Spektrum Akademischer Verlag, 2001
@ Steven S. Skiena:
The Algorithm Design Manual,
Springer, 1998
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Teil 1

Grundlagen
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Ziele der Vorlesung

Wissen:
» Algorithmische Prinzipien verstehen und anwenden
» Grundlegende Algorithmen kennen lernen
» Grundlegende Datenstrukturen kennen lernen
>

Bewertung von Effizienz und Korrektheit

‘m 2 Ziele und Inhalt der Vorlesung
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Ziele der Vorlesung

Wissen:
» Algorithmische Prinzipien verstehen und anwenden
» Grundlegende Algorithmen kennen lernen
» Grundlegende Datenstrukturen kennen lernen
>

Bewertung von Effizienz und Korrektheit

Methodenkompetenz:
» fiir Entwurf von effizienten und korrekten Algorithmen
> zur Analyse von Algorithmen

» zur Umsetzung auf dem Computer

‘m 2 Ziele und Inhalt der Vorlesung
Harald Racke 18/261



Ubersicht der Inhalte

Grundlagen:

1.

Einfiihrung in Algorithmen und Datenstrukturen
Motivation, Definitionen, Einordnung

. Grundlagen von Algorithmen

Darstellung, elementare Bausteine, Pseudocode

Grundlagen von Datenstrukturen

Primitive Datentypen, Felder, abstrakte Datentypen
Grundlagen der Korrektheit von Algorithmen
Verifikation, Testen, Sortieren

Grundlagen der Effizienz von Algorithmen
Komplexitdtsanalyse, Sortieren

Grundlagen des Algorithmen-Entwurfs
Entwurfs-Prinzipien

‘m 2 Ziele und Inhalt der Vorlesung
Harald Racke
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Ubersicht der Inhalte

Fortgeschrittene Algorithmen und Datenstrukturen:

7. Fortgeschrittene Datenstrukturen
Biaume, Graphen, Priority-Queue

8. Such-Algorithmen
Elementare Suchmethoden, Suchbaume

9. Graph-Algorithmen
Elementare Algorithmen, kirzeste Pfade, Spannbaum

10. Numerische Algorithmen
Matrizen-Operationen, Fast Fourier Transform

‘m 2 Ziele und Inhalt der Vorlesung
Harald Racke 20/261



Ubersicht der Inhalte

Ausgewahlte Themen (je nach verfligbarer Zeit):

11. Datenkompression
Huffmann-Codes, JPEG

12. Kryptographie
symmetrische und asymmetrische
Verschllusselungsverfahren

‘m 2 Ziele und Inhalt der Vorlesung
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Was ist ein Algorithmus?

Duden online:

,Rechenvorgang nach einem bestimmten (sich wiederholenden)
Schema“

‘m 3 Einfithrung
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Was ist ein Algorithmus?

Duden online:
,Rechenvorgang nach einem bestimmten (sich wiederholenden)

Schema“

Beispiele fiir Algorithmen bereits in der Antike, etwa der
Euklidsche Algorithmus zur Berechnung des ggT:

,Wenn CD aber AB nicht misst, und man nimmt bei AB, CD
abwechselnd immer das kleinere vom gréReren weg, dann muss
(schlieRlich) eine Zahl ubrig bleiben, die die vorangehende misst.”

aus Euklid: Die Elemente, Buch VIl (Clemens Thaer)

m 3 Einfithrung
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Was ist ein Algorithmus?

M. Broy: Informatik: Eine grundlegende Einfiihrung

,Ein Algorithmus ist ein Verfahren
> mit einer prazisen (d.h. in einer genau festgelegten Sprache
abgefassten),
» endlichen Beschreibung,

> unter Verwendung
> effektiver (d.h. tatsdchlich ausfiihrbarer),
> elementarer (Verarbeitungs-) Schritte.”

m 3 Einfithrung
Harald Racke
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Was ist ein Algorithmus?
H. Rogers:

Theory of Recursive Functions and Effective Computability
»Ein Algorithmus ist eine
» deterministische Handlungsvorschrift,

» die auf eine bestimmte Klasse von Eingaben angewendet
werden kann,

» und fiir jede dieser Eingaben eine korrespondierende
Ausgabe liefert."

Im weiteren Verlauf des Buches wird mathematische Theorie zur
tBerechenbarkeit entwickelt

ttheoretische Informatik

‘m 3 Einfithrung
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Was ist ein Algorithmus?

Mathematische Definition Algorithmus
Eine Berechnungsvorschrift zur Lésung eines Problems heiRt
Algorithmus genau dann, wenn

> eine zu dieser Berechnungsvorschrift aquivalente
Turingmaschine existiert,

> die fiir jede Eingabe, die eine Losung besitzt, terminiert.

Alan Turing (1936): Turingmaschine als mathematisches Modell
eines Computers

ttheoretische Informatik

‘m 3 Einfithrung
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3 Einfiithrung

Ein Problem besteht darin, aus einer Menge von Informationen
eine weitere (unbekannte) Information zu bestimmen.
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mathematisch:
Ein Problem beschreibt eine Funktion f : E — A, mit
E = zuldssige Eingaben und A = mogliche Ausgaben.
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eine weitere (unbekannte) Information zu bestimmen.

mathematisch:
Ein Problem beschreibt eine Funktion f : E — A, mit
E = zuldssige Eingaben und A = mogliche Ausgaben.

Beispiele:
> Addition: f:QxQ -~ Q
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3 Einfiithrung

Ein Problem besteht darin, aus einer Menge von Informationen
eine weitere (unbekannte) Information zu bestimmen.

mathematisch:
Ein Problem beschreibt eine Funktion f : E — A, mit
E = zuldssige Eingaben und A = mogliche Ausgaben.

Beispiele:
> Addition: f:QxQ -~ Q
> Primzahltest: f: N — {yes,no}
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3 Einfiithrung

Ein Problem besteht darin, aus einer Menge von Informationen
eine weitere (unbekannte) Information zu bestimmen.

mathematisch:
Ein Problem beschreibt eine Funktion f : E — A, mit
E = zuldssige Eingaben und A = mogliche Ausgaben.

Beispiele:
> Addition: f:QxQ -~ Q
> Primzahltest: f: N — {yes,no}

» Schach: f: P — Z, wobei P die Menge aller
Schachpositionen ist, und f(P), der beste Zug in Position P.

m 3 Einfithrung
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Algorithmus

Ein Algorithmus ist ein exaktes Verfahren
zur Lésung eines Problems, d.h. zur
Bestimmung der gewiinschten Resultate.

Man sagt auch ein Algorithmus berechnet
eine Funktion f.

Auschni(t aus Briefmarke, Soviet Union 1983
Public Domain @

Abu Abdallah
Muhamed ibn Musa
al-Chwarizmi, ca.
780-835




Algorithmus

Beobachtung:
Nicht jedes Problem laRt sich durch einen Algorithmus l6sen
(*Berechenbarkeitstheorie).
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Algorithmus

Beobachtung:
Nicht jedes Problem laRt sich durch einen Algorithmus l6sen
(*Berechenbarkeitstheorie).

Beweisidee:
> es gibt Uberabzahlbar unendlich viele Probleme

» es gibt abzahlbar unendlich viele Algorithmen

‘m 3 Einfithrung
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Algorithmus

Das exakte Verfahren besteht i.a. darin, eine Abfolge von
elementaren Einzelschritten der Verarbeitung festzulegen.

Beispiel: Alltagsalgorithmen

Resultat Algorithmus Einzelschritte
eine links, eine rechts, eine fallen
Pullover Strickmuster lassen
Kuchen Rezept nimm 3 Eier ...
Konzert Partitur Noten

m 3 Einfithrung
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Beispiel: Euklidischer Algorithmus

Problem: geg. a,b € N,a,b + 0. Bestimme ggT(a,b).

Algorithmus:

1. Falls a = b, brich Berechnung ab. Es gilt ggT(a, b) = a.
Ansonsten gehe zu Schritt 2.

2. Falls a > b, ersetze a durch a — b und setze Berechnung in
Schritt 1 fort. Ansonsten gehe zu Schritt 3.

3. Es gilt a < b. Ersetze b durch b — a und setze Berechnung
in Schritt 1 fort.

‘m 3 Einfilhrung
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Beispiel: Euklidischer Algorithmus

Warum geht das?
Wir zeigen, fiir a > b: ggT(a,b) = ggT(a — b, b).

Seien g = ggT(a,b), g’ = ggT(a - b,b).
Dann gilt:
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Beispiel: Euklidischer Algorithmus
Warum geht das?

Wir zeigen, fiir a > b: ggT(a,b) = ggT(a — b, b).

Seien g = ggT(a,b), g’ = ggT(a - b,b).
Dann gilt:

a4 = 4da-9 und a-b = q;_g,-g
b = ap-g b = a,-9
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Beispiel: Euklidischer Algorithmus

Warum geht das?
Wir zeigen, fiir a > b: ggT(a,b) = ggT(a — b, b).

Seien g = ggT(a,b), g’ = ggT(a - b,b).

Dann gilt:
a = 49 a-b = d, -9
b = aqp-g b = q,-9
a-b = (qa—-aqp)-g und & T (Ag_p +ap) -9’
b = ar-9g b = a,- 9’

‘m 3 Einfilhrung
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____________________

Beispiel: Euklidischer Algorithmus - 27200 ab2Z 20 !

Warum geht das?
Wir zeigen, fiir a > b: ggT(a,b) = ggT(a — b, b).

Seien g = ggT(a,b), g’ = ggT(a - b,b).

Dann gilt:
a = 49 a-b = d, -9
b = aqp-g b = q,-9
a-b = (qa—-aqp)-g und & T (Ag_p +ap) -9’
b = ar-9g b = a,- 9’

Das heift g ist Teiler von a — b, b und g’ ist Teiler von a, b.

Daraus folgt g < g’ und g’ < g, alsog = g’.

‘m 3 Einfilhrung
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Eigenschaften

(statische) Finitheit. Die Beschreibung des Algorithmus besitzt
endliche Ldnge. (tnichtuniforme Algorithmen)
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Zwischenergebnisse sind endlich.
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ein Resultat liefern, heiRen terminierend. (tBetriebssysteme,
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Eigenschaften

(statische) Finitheit. Die Beschreibung des Algorithmus besitzt
endliche Ldnge. (tnichtuniforme Algorithmen)

(dynamische) Finitheit. Die bei Abarbeitung entstehenden
Zwischenergebnisse sind endlich.

Terminiertheit. Algorithmen, die nach endlich vielen Schritten
ein Resultat liefern, heiRen terminierend. (tBetriebssysteme,
treaktive Systeme)

Determiniertheit. Bei gleichen Eingabedaten gibt ein
Algorithmus das gleiche Ergebnis aus. (frandomisierte
Algorithmen, tnicht-deterministische Algorithmen)



. | Ein klassischer Algorithmus erfillt alle Eigenschaften.
ElgenSChaften 1 Haufig spricht man aber auch von Algorithmen wenn
| einige dieser Eigenschaften verletzt sind. ]

(statische) Finitheit. Die Beschreibung des Algorithmus besitzt
endliche Ldnge. (tnichtuniforme Algorithmen)

(dynamische) Finitheit. Die bei Abarbeitung entstehenden
Zwischenergebnisse sind endlich.

Terminiertheit. Algorithmen, die nach endlich vielen Schritten
ein Resultat liefern, heiRen terminierend. (tBetriebssysteme,
treaktive Systeme)

Determiniertheit. Bei gleichen Eingabedaten gibt ein
Algorithmus das gleiche Ergebnis aus. (frandomisierte
Algorithmen, tnicht-deterministische Algorithmen)

Determinismus. Der ndachste anzuwendende Schritt im
Verfahren ist stets eindeutig definiert. (‘randomisierte
Algorithmen, tnicht-deterministische Algorithmen)



Analyse von Algorithmen

Entscheidende Fragestellungen:

v

Darstellung — Kapitel 2

» Robustheit und Korrektheit — Kapitel 4
» Effizienz und Komplexitat — Kapitel 5
>

Entwurfstechniken — Kapitel 6

‘m 3 Einfithrung
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Definition Datenstruktur

Definition Datenstruktur (nach Prof. Eckert)

Eine Datenstruktur ist eine
> logische Anordnung von Datenobjekten,
> die Informationen reprasentieren,

» den Zugriff auf die reprasentierte Information lGber
Operationen auf Daten ermdglichen und

v

die Information verwalten.

m 3 Einfithrung
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Beispiel Datenstruktur

Stapel (oder Englisch: Stack), z.B. Pizza-Stapel
Operationen:

» Element auf Stapel legen - push
> Element von Stapel nehmen - pop

Operationen jeweils nur auf oberstem Element!

‘m 3 Einfilhrung
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Weitere Beispiele von Datenstrukturen

» Felder, Listen, Stack, Queue — Kapitel 3
» Bdume, Graphen — Kapitel 7, 8, 9

‘m 3 Einfilhrung
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Wie funktioniert ein Computer?

Algorithmen und [ Algorithmus
Datenstrukturen [ Hochsprache (z.B. C, C++)
[ Betriebssystem T

Assembler

Computertechnik - Maschinensprache

— — S\
Software

(
(
[ Mikroarchitektur
(

(]

(]

Digitale Logik —%

Digitaltechnik [ Transistoren, Verdrahtung ] :rE
Schaltungstechnik [ Masken-Layout, Halbleiter ]

Schema nach Prof. Diepold: Grundlagen der Informatik.
!

m 3 Einfihrung
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Einordnung Algorithmen und Datenstrukturen

Beispiel-Problem Navigationssystem Auto

Finde kiirzesten Weg von Berlin nach Miinchen.
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Beispiel-Problem Navigationssystem Auto

Finde kiirzesten Weg von Berlin nach Miinchen.

> Datenstruktur: gewichteter Graph (— Kapitel 7)
» Algorithmus: kiirzester Pfad (— Kapitel 9)

> Algorithmus-Beschreibung: Programmiersprache (z.B. C)



Einordnung Algorithmen und Datenstrukturen

Beispiel-Problem Navigationssystem Auto

Finde kiirzesten Weg von Berlin nach Miinchen.

> Datenstruktur: gewichteter Graph (— Kapitel 7)
» Algorithmus: kiirzester Pfad (— Kapitel 9)

> Algorithmus-Beschreibung: Programmiersprache (z.B. C)

» Ubersetzung in Maschinensprache: Compiler (z.B. GCC)



Einordnung Algorithmen und Datenstrukturen

Beispiel-Problem Navigationssystem Auto

Finde kiirzesten Weg von Berlin nach Miinchen.

> Datenstruktur: gewichteter Graph (— Kapitel 7)
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Einordnung Algorithmen und Datenstrukturen

Beispiel-Problem Navigationssystem Auto

Finde kiirzesten Weg von Berlin nach Miinchen.

>

>

Datenstruktur: gewichteter Graph (— Kapitel 7)
Algorithmus: kiirzester Pfad (— Kapitel 9)
Algorithmus-Beschreibung: Programmiersprache (z.B. C)
Ubersetzung in Maschinensprache: Compiler (z.B. GCC)
Aufruf des Programms: Betriebssystem (z.B. Linux)

Ausfiihrung des Programms: Computer (z.B. Laptop)



Einordnung Algorithmen und Datenstrukturen

Algorithmen und [ Algorithmus ]

Datenstrukturen Hochsprache (z.B. C)

\
4

Betriebssystem

Assembler

Software

Mikroarchitektur

Digitale Logik

'Y Yo Yo Y

Hardware

[ Transistoren, Verdrahtung

Vi
N

)
)
)
Maschinensprache ]
)
)
)
)

[ Masken-Layout, Halbleiter

Schema nach Prof. Diepold: Grundlagen der Informatik.
!
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Wie beschreibt man Algorithmen?

Algorithmus: bestimme Maximum von zwei Zahlen
» Input: Zahlen a, b
» Qutput: Zahl x = max(a, b)

Problem: prdzise Beschreibung der Schritte

‘m 3.1 Algorithmenbeschreibungen
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Wie beschreibt man Algorithmen?

Algorithmus: bestimme Maximum von zwei Zahlen
» Input: Zahlen a, b

» Qutput: Zahl x = max(a, b)

Problem: prazise Beschreibung der Schritte
Losung: Pseudocode
Algorithmus: max(a,b)
Input: a,b
X=a
Falls b>a dann
x=b
Ende Falls
Output: x

‘m 3.1 Algorithmenbeschreibungen
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Darstellung von Algorithmen |

Pseudocode
> informelle Veranschaulichung von Algorithmus
» nicht von Rechner ausfiihrbar

» nicht standardisiert

Algorithmus: max(a,b)
Input: a,b
X=a
Falls b>a dann
x=b
Ende Falls
Output: x

‘m 3.1 Algorithmenbeschreibungen
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Darstellung von Algorithmen Il

Flussdiagramm

» graphische Darstellung als Ablaufdiagramm, nicht
ausfuhrbar

» normiert als DIN 66001

( Input: a,}




Darstellung von Algorithmen llI

Struktogramm
» Diagramm zur Strukturdarstellung, nicht ausfiihrbar
> eingefiihrt von Nassi/Shneiderman 1973, normiert als DIN
66261

max(a,b)
X=a

b>a?
ja nein

‘m 3.1 Algorithmenbeschreibungen
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Darstellung von Algorithmen IV

Programmiersprache

>
>
>

formale Sprache zur Beschreibung von Algorithmen
fest definierte Syntax

ein Compiler/Interpreter wandelt Programm in ausfiihrbare
Form fir Rechner um

Beispiele: Assembler, C, Java

Algorithmus in C:

int max(int a, int b) {

1

2 int x = a;
3 if (b > a)
4 X = b;
5 return x;
6}
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Programmiersprachen Ubersicht

Logical

Lisp ML Miranda g Haskell Functional

Smalltalk

Object-
oriented
Imperative
1950 1960 1970 1980 1990 2000

Grafik von Alexandru Duliu.
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Aquivalenz von Algorithmen-Beschreibungen

Churchsche These
Alle ,verniinftigen“ Definitionen von Algorithmen sind

dquivalent. | pje fehlende Zutat fiir eine prazise Algorithmendefinition ist die Definition |
| eines elementaren Einzelschrittes. Dies wird ublicherweise durch ein Maschi- |

| nenmodells gemacht (z.B. Turingmaschine). Es gibt auch sehr esoterische |

Maschmenmodelle (z.B. billiard ball computer). |

» alle gdngigen Programmiersprachen leisten dasselbe

> jeder Computer ist dquivalent

ttheoretische Informatik
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Aquivalenz von Algorithmen-Beschreibungen

Churchsche These
Alle ,verniinftigen“ Definitionen von Algorithmen sind

dquivalent. | pje fehlende Zutat fiir eine prazise Algorithmendefinition ist die Definition |
| eines elementaren Einzelschrittes. Dies wird tblicherweise durch ein Maschi- |

| nenmodells gemacht (z.B. Turingmaschine). Es gibt auch sehr esoterische |

Maschmenmodelle (z.B. billiard ball computer). 1

» alle gdngigen Programmiersprachen leisten dasselbe

> jeder Computer ist dquivalent

» formal: berechenbare Funktionen, formale Sprachen,
Automaten, Turing-Maschinen

ttheoretische Informatik
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Bausteine von Algorithmen

Elementare Bausteine
,Normale“ Algorithmen lassen sich mit

vier elementaren Bausteinen

darstellen:

1. Elementarer Verarbeitungsschritt (z.B. Zuweisung an
Variable)

2. Sequenz (elementare Schritte nacheinander)
3. Bedingter Verarbeitungsschritt (z.B. if/else)
4. Wiederholung (z.B. while-Schleife)

‘m 3.1 Algorithmenbeschreibungen
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1. Elementarer Verarbeitungsschritt

Beispiele
> a=a-b // weist Variable a den Wert a-b zu

» return a // liefert den Wert von a zurueck

Achtung: manche Verarbeitungsschritte sehen elementar aus,
sind es aber nicht!

» sortiere Liste L // nicht elementar

» finde kuerzesten Pfad in G // nicht elementar
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2. Sequenz

Sequenz ist eine Aneinanderreihung von elementaren
Verarbeitungsschritten

Abgrenzung der Schritte mittels Semikolon (;)

Beispiel
» x = 5; // Zuweisung von Wert 5 an Variable x
> x

X + 2; // Wert von x 1ist nun 7

Um Ausnahmen zu vermeiden, wird Semikolon auch verwendet,
wenn kein weiterer Schritt folgt
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3. Bedingter Verarbeitungsschritt

Ausfiihrung des Verarbeitungsschrittes nur wenn Bedingung
erfullt ist

Beispiele:

> if (a > b) // Bedingung wird in Klammern notiert

a=a-b;
> if (a > b)
a=a - b;
else // falls Bedingung nicht erfuellt
b=>b-a;

Einriickung verdeutlicht logische Ebenen
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3. Bedingter Verarbeitungsschritt

falls mehr als ein Verarbeitungsschritt bedingt ausgefiihrt
werden soll, Markierung durch einen Block { ... } mit geschweiften
Klammern

Beispiel

if (x == 0) {
X = 5;
X =X + 2;
} // if Block ist hier zu Ende
else {
X =X - 1;
} // else Block ist hier zu Ende

auch einzelne Schritte kénnen in einen Block gefasst werden
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4. Wiederholung

wiederholte Ausfiihrung von Verarbeitungsschritt/Block solange
Bedingung erfillt ist (auch while Schleife genannt)

Beispiele
» while (x != 0) // Bedingung in Klammern
X =X - 1;
» while (b > 0) { // Block fuer mehrere Schritte
if (a > b)
a=a - b;
else
b=Db- a;

} // while Block ist hier zu Ende
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4. Wiederholung

Es gibt auch andere Schleifentypen: do-while Schleife:
» do {
X =X - 1;
} while (x != 0); // Vorsicht by floats!!!
for-Schleife:

> for i=1 to 10
print(i); // gibt Wert von i aus

Achtung, Syntax der for-Schleife ist in C komplexer!

» for (i=1; i <= 10; i++) // echte C Syntax
print(i);
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Beispiel: Euklidscher Algorithmus

> Einriicken oder geschweifte (1 euklid(a,b) )

Klammern {, } kennzeichnen 2 if (a == 0)
Blockstruktur 3 R b;

4 while (b > 0) {

5 if (a > b)

6 a=a-b;

7 else

8 b=>b- a;

9 }

10 return a;

Euklidscher Algorithmus

‘m 3.1 Algorithmenbeschreibungen
Harald Racke 55/261



Beispiel: Euklidscher Algorithmus

> Einrlicken oder geschweifte (1 euklid(a,b) )
Klammern {, } kennzeichnen 2 if (a ==0)
Blockstruktur 3 R b;
4 while (b > 0)
> In C so nicht mdglich 2 if (a > b) .
6 a=a - b’
7 else
8 b=>b- a;
9 return a;

Euklidscher Algorithmus
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Euklidscher Algorithmus

Input: Natirliche Zahlen a, b
Output: ggT(a, b)

1. Falls a = 0 liefere b zurilick

2. Solange b > 0 wiederhole
Fallsa > b setzea=a—-b
sonstsetzeb=b —a

3. Liefere a zurick

‘m 3.1 Algorithmenbeschreibungen
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Euklidscher Algorithmus

Input: Natirliche Zahlen a, b
Output: ggT(a, b)

1. Falls a = 0 liefere b zurilick

2. Solange b > 0 wiederhole
Fallsa > b setzea=a—-b
sonstsetzeb=b —a

3. Liefere a zurick

— das ist Pseudocode!
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Euklidscher Algorithmus als Flussdiagramm

(Output:’ b=b-a
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Euklidscher Algorithmus als Struktogramm

ggT(a,b)
a=07?
ja nein
b b>0
a>b?
%) ja ein
a=a-b | b=b-a
a

m Harald Racke
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Euklidscher Algorithmus als Pseudocode

1 Input: natuerliche Zahlen a, b
2 Output: ggT(a,b)

3 euklid(a,b)

4 if (a == 0)

5 return b;

6 while (b > 0) { // Hauptschleife
7 if (a > b)

8 a=a - b;

9 else

10 b=>b- a;

1 }

12 return a;

Euklidscher Algorithmus
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Euklidscher Algorithmus als C

int ggT(int a, int b)

1
2 {

3 if (a==0)

4 return b;

5 while (b>0) {

6 if (a>b)

7 a=a - b;
8 else

9 b =>b - aj;
10 }

1 return a;

12 }
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Euklidscher Algorithmus als Python

def ggT(a, b):

1
2 if a == 0:

3 return b

4 while b > 0:

5 if a > b:

6 a=a-b
7 else:

8 b=Db-a
9 return a

m Harald Racke
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Darstellung von Algorithmen in der Vorlesung

viele Moglichkeiten der Darstellung!
> alle verniinftigen Darstellungen sind dquivalent

> jede Darstellung hat Vor- und Nachteile

fir die Vorlesung: Pseudocode im C Stil

Zusatzmaterial fiir viele Beispiele aus der Vorlesung:
> http://www.brpreiss.com/books/opus7/

> Beispiele in:
> Python
> C++
> Java
> C#
> und vieles mehr...
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Beispiel: Fibonacci Zahlen

Fibonacci Folge

Die Fibonacci Folge ist eine Folge natiirlicher Zahlen
f1, f2, f3,..., fur die gilt

fn=fna+funo firn=3
mit Anfangswerten f1 =1, f> = 1.
Y 4

> eingesetzt von Leonardo Fibonacci zur

Beschreibung von Wachstum einer Kaninchenpopulation
» Folge lautet: 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...
» berechenbar z.B. via Rekursion

‘m 3.1 Algorithmenbeschreibungen
Harald Racke

64/261



rInput: Index n der Fibonaccifolge )

Beispiel: Fibonacci Funktion

Output: Wert f,
fib(n)
if(h=11]| n==2){
return 1;
}
else {
// rekursiver Aufruf
return fib(n-1) + fib(n-2);

m Harald Racke
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Beispiel: Fibonacci Funktion

rInput: Index n der Fibonaccifolge )

Output: Wert f,
fib(n)
if(h=11]| n==2){
return 1;
}
else {
// rekursiver Aufruf
return fib(n-1) + fib(n-2);

Aufrufstruktur fir fib(5):

fib(5)
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George Boole

Englischer Mathematiker (1815-1864)
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Logische Werte

Boolesche Logik: Logik mit zwei Werten

Reprdsentationen:
» TundO
» Wund F (in Englisch: T und F)
» Lund O

Mengensymbol B
» B={0,1} = {F,W} ={O,L}
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Logische Werte und Verkniipfungen

»,Grundrechenarten“ mit logischen Werten:

‘m 3.2 Boolesche Ausdriicke
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Logische Werte und Verkniipfungen

,Grundrechenarten“ mit logischen Werten: Wahrheitstabelle:
Konjunktion: A: BX B — B a blanb
» dhnlich zu Multiplikation bei Zahlen 8 ? g
> auch bezeichnet als UND bzw. AND 1 0 0
1 1 1

‘m 3.2 Boolesche Ausdriicke
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Logische Werte und Verkniipfungen

,2Grundrechenarten“ mit logischen Werten: Wahrheitstabelle:
Konjunktion: A: BXB — B a blanab
» dhnlich zu Multiplikation bei Zahlen 8 ? 8
> auch bezeichnet als UND bzw. AND 1 0 0
1 1 1
Disjunktion: v: BxB — B 2 blavp
» dhnlich zu Addition bei Zahlen 0 0 0
> auch bezeichnet als ODER bzw. OR ? :) 1
1 1 1
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Logische Werte und Verkniipfungen

,2Grundrechenarten“ mit logischen Werten:

Konjunktion: A: BX B — B

» dhnlich zu Multiplikation bei Zahlen
» auch bezeichnet als UND bzw. AND

Disjunktion: v: BxB — B
» adhnlich zu Addition bei Zahlen
» auch bezeichnet als ODER bzw. OR

Negation: —:

B— B

» auch bezeichnet als NICHT bzw. NOT

Wahrheitstabelle:

a blanb
0 O 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
a blavhb
0 O 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
a | ~a
0 1
1 0

m Harald Racke
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Weitere Verknupfungen I

NAND: 1: BXx B — B Wahrheitstabelle:
>» atb=—-(anb) a blatb
» mit NAND lassen sich NOT, OR, AND 0 0 1

erzeugen U 1
1 O 1
1 1 0

NOR: |: BXB — B
» alb=-(aVvb)
> mit NOR lassen sich ebenso NOT, OR,
AND erzeugen

XOR:®: BXB —
» auch exklusiv oder genannt

> erzeugbar aus =(a Ab) A (aV b)
(siehe Ubung)



Weitere Verknupfungen I
NAND: 1: B x B — B

» atb=-(anb)

» mit NAND lassen sich NOT, OR, AND
erzeugen

NOR: |: BXB — B
» alb==-(aVvb)

> mit NOR lassen sich ebenso NOT, OR,
AND erzeugen

XOR:®: BXB —
» auch exklusiv oder genannt

> erzeugbar aus =(a Ab) A (aV b)
(siehe Ubung)

Wahrheitstabelle:

a blath
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0
a blalb
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0




Weitere Verknupfungen I

NAND: 1: BXB — B
» atb=-(anb)

» mit NAND lassen sich NOT, OR, AND
erzeugen

NOR: |: BXB — B
» alb==-(aVvb)

> mit NOR lassen sich ebenso NOT, OR,
AND erzeugen

XOR:®: BXB —
» auch exklusiv oder genannt

> erzeugbar aus =(a Ab) A (aV b)
(siehe Ubung)

Wahrheitstabelle:

a blath
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0
a blalb
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0
a blaeb
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0




Weitere Verknupfungen II

Implikation: =: BX B — B Wahrheitstabelle:
> oft verwendet flir mathematische Satze: a bla=bh
,a impliziert b*, ,aus a folgt b*“ g (1) 1
> Beispiel: ,aus n < 3 folgt n < 5* 1 0 0
> erzeugbar aus —a Vv b 1T 1 1
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Weitere Verknupfungen II

Implikation: =: Bx B — B

> oft verwendet fur mathematische Satze:

,a impliziert b*“, ,aus a folgt b*
> Beispiel: ,aus n < 3 folgt n < 5“

> erzeugbar aus —a vV b

Aquivalenz: =: BxB — B

» oft verwendet fiir mathematische Satze:

,a gilt genau dann, wenn b gilt®,
,a und b sind dquivalent”

> Beispiel: ,f ist bijektiv genau dann,
wenn f injektiv und surjektiv ist"

> erzeugbar aus (a A b) v (ma A —b)

Wahrheitstabelle:

a=>D>b

— — O O

— O — O

1

1
0
1

— — O O|Q

— o — 0ol

—_— 00 — @
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Rangfolge und Rechenregeln

Rangfolge:
> NICHT vor UND
> UND vor ODER

Beispiel
“OVIAO=(=0)v(1AO0)=1Vv0=1

De Morgan-Gesetze:
» =(aAb)=-av-b

» =(avb)=—-an-b
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Logische Ausdriicke in Pseudocode und C

> logische Variablen: bool a,b;

> logische Werte: true und false

» NOT Operator: !a

» AND Operator: a && b

» OR Operator:a || b
Beispiele:

> (( (2 ==2)&& 3 < 1))
ergibt (true && false), also false
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Logische Ausdriicke in Pseudocode und C

> logische Variablen: bool a,b;

> logische Werte: true und false

» NOT Operator: !a

» AND Operator: a && b

» OR Operator:a || b
Beispiele:

> (( (2 ==2)&& 3 < 1))
ergibt (true && false), also false
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Logische Ausdriicke in Pseudocode und C
logische Variablen: bool a,b;
NOT Operator: 'a

AND Operator:a && b
» OR Operator:a || b

>

> logische Werte: true und false
>

>

Beispiele:
» (2 ==2) & (3 < 1))
ergibt (true && false), also false

» ('@2==2) || B>1))
ergibt (false || true), also true

‘m 3.2 Boolesche Ausdriicke
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Logische Ausdriicke in Pseudocode und C
logische Variablen: bool a,b;
NOT Operator: 'a

AND Operator:a && b
» OR Operator:a || b

>

> logische Werte: true und false
>

>

Beispiele:
> (2 ==2) & 3 <1)
ergibt (true && false), also false
> (12 =2 ] B>1))
ergibt (false || true), also true
> Kurzform fir 1 (2 == 2) ist (2 !'= 2)
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Was sind primitive Datentypen?

Primitive Datentypen
Wir bezeichnen grundlegende, in Programmiersprachen
eingebaute Datentypen als primitive Datentypen.

Durch Kombination von primitiven Datentypen lassen sich
zusammengesetzte Datentypen bilden.

Beispiele fir primitive Datentypen in C:
» qint flr ganze Zahlen
» float fir floating point Zahlen
» bool fiir logische Werte

m 3.3 Primitive Datentypen
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Bits und Bytes

Bit 7 Bit 0

N\

1 Byte = 8 Bit

Bytes als MaReinheit fiir Speichergréssen (nach IEC, traditionell):
210 Bytes = 1024 Bytes = 1 KiB, ein Kilo Byte (Kibi Byte)

220 Bytes = 1 MiB, ein Mega Byte (bzw. MebiByte)

230 Bytes = 1 GiB, ein Giga Byte (bzw. GibiByte)

240 Bytes = 1 TiB, ein Tera Byte (bzw. TebiByte)

250 Bytes = 1 PiB, ein Peta Byte (bzw. PebiByte)

260 Bytes = 1 EiB, ein Exa Byte (bzw. ExbiByte)

vV v vV v Vv Y
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Bits und Bytes
Bit 7 Bit 0

/

1 Byte = 8 Bit

Bytes als MaReinheit flir Speichergrossen (nach IEC, metrisch):
> 103 Bytes = 1000 Bytes = 1 kB, ein kilo Byte (groRes B)

105 Bytes = 1 MB, ein Mega Byte

109 Bytes = 1 GB, ein Giga Byte

1012 Bytes = 1 TB, ein Tera Byte

101> Bytes = 1 PB, ein Peta Byte

10'® Bytes = 1 EB, ein Exa Byte

vV vYvyyvyy
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Bits und Bytes
Bit 7 Bit 0

/

1 Byte = 8 Bit

Bytes als MaReinheit flir Speichergrossen (nach IEC, metrisch):
> 103 Bytes = 1000 Bytes = 1 kB, ein kilo Byte (groRes B)

105 Bytes = 1 MB, ein Mega Byte

109 Bytes = 1 GB, ein Giga Byte

1012 Bytes = 1 TB, ein Tera Byte

101> Bytes = 1 PB, ein Peta Byte

108 Bytes = 1 EB, ein Exa Byte

vV vYvyyvyy

Hinweis: auch Bits werden als MaRangabe verwendet, z.B. 16
Mbit oder 16 Mb (kleines b).
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Primitive Datentypen in C-ahnlichen Sprachen

Wir betrachten im Detail primitive Datentypen fir:

1. natiirliche Zahlen (unsigned integers)
2. ganze Zahlen (signed integers)

3. floating point Zahlen (floats)
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Zahldarstellung

Dezimalsystem:
» Basis b =10
» Koeffizienten ¢, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
> Beispiel: 12310 =1-102+2-10! +3-10°
Bindrsystem:
> Basis b =2
» Koeffizienten ¢, € {0, 1}

> Beispiel: 1101, =1-23+1-224+0-21+1-29=13
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Zahldarstellung

Dezimalsystem:
» Basis b =10
» Koeffizienten ¢, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
> Beispiel: 12310 =1-102 +2-10! +3-10°
Bindrsystem:
> Basis b =2
» Koeffizienten ¢, € {0, 1}

> Beispiel: 1101 =1-23+1-224+0-21 +1-209=13
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Zahldarstellung

Oktalsystem:

> Basis b = 8 (= 23)

» Koeffizienten ¢, € {0,1,2,3,4,5,6,7}

> Beispiel: 1733 =1-82+7-81 +3.8Y =123
Hexadezimalsystem:

> Basis b = 16 (= 2%)

» Koeffizienten ¢, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F}

> Beispiel: 7B1g =7 - 161 + B- 16" = 12319
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Wie viele Ziffern pro Zahl?

Problem

Gegeben Zahl z € N, wie viele Ziffern m werden bezliglich Basis
b bendtigt?

Losung: m = |log,(z)] + 1

Erliuterung: (a € R)
» |a] = floor(a) = groRte ganze Zahl kleiner gleich a

» [a] = ceil(a) = kleinste ganze Zahl gréRer gleich a

a-1<lal<ac<fal<a+1

> log,(z) = }Eff};, wobei ,In“ der natiirliche Logarithmus ist




Wie viele Ziffern pro Zahl?

Losung: m = |log, (z)| + 1

Beispiele: z = 123
» Basis b = 10: m = |log;((123)] +1 =1[2.0899...] +1 =3
> Basis b =2: m =]log,(123)]+1=16.9425...]+1=7
» Basis b = 8: m =|logg(123)|+1 =[2.3141...]+1=3

> Basis b =16: m = [log14(123) | +1 =1[1.7356...] +1 =2



GrofRte Zahl pro Anzahl Ziffern?

Problem
Gegeben Basis b und m Ziffern, was ist die grofte darstellbare
Zahl?

Losung: Zpax = x™M -1

Beispiele:
> b=2,m=4Zmax =24 —-1=15=1111»

» b=2,m=8: Zymax =28 -1=255=11111111,

» b =16, m = 2: Zmax = 162 — 1 = 255 = FFjg



Natiirliche Zahlen in C-ahnlichen Sprachen

Natiirliche Zahlen
In Computern verwendet man Binardarstellung mit einer fixen
Anzahl Ziffern (genannt Bits).

Die primitiven Datentypen fiir natirliche Zahlen sind:
> 8 Bits (ein Byte), darstellbare Zahlen: {0,...,255}
in C: unsigned char

» 16 Bits, darstellbare Zahlen: {0,...,65535}
in C: unsigned short

» 32 Bits, darstellbare Zahlen: {0,...,4294967 295}
in C: unsigned long

> 64 Bits, darstellbare Zahlen: {0,...,2%% — 1}
in C: unsigned long Tong
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Negative Zahlen
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Negative Zahlen
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Negative Zahlen

Bitfolge
X={(Xn_-1,...
X={(Xn_1,...

, X0)

,X0)

fzx

-1
fZK

Zahl
n—-1 )
z x,-2’
i=0

n-1
—xn_12” + Z Xi21
i=0
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Negative Zahlen

Definition
In 2-Komplement Darstellung mit n bits reprasentiert die Bitfolge

X = (Xn-1,Xn-2,...,X1,X0)
die Zahl f7x(x) = —xp_12" + Z?;Ol x; 21,

Beobachtungen

» Zahlen mit x;,—1 = 1 sind negativ; andere positiv
(Vorzeichenbit)

> positive Zahlen: 0,...,2"" 1 -1
negative Zahlen: —1,...,-2""1

> frk(x) = —xp_12" 1+ S E x 20
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'Beachte dass die Regel fiir die Zahl —2"~1 nicht gel-, i
| ten kann, da +2"~1 im 2er-Komplement mit n bits nicht l
| darstellbar ist. Fiir die Null gilt die Regel nur wenn man |
| die Addition 1 + f(x) modulo 2™ ausfiihrt. !

Negative Zahlen

Vorzeichenwechsel
Sei x = (xp-1,...,X0) ein Bitfolge mit (x,_»,...,x0) = (0,...,0).
Die Reprasentation fur die Zahl — f7x (x) im 2er Komplement
(d.h. £ (= fzx(x))) erhdlt man durch

) +1)

wobei X = (Xy,_1,...,X0) die invertierte Bitfolge bezeichnet.

D.h. man invertiert die Bitfolge und addiert 1 auf die sich
ergebende Zahl.

m 3.3 Primitive Datentypen
Harald Racke 86/261



Negative Zahlen

Beweis
1. Fall: x,,—1 =1, d.h. fzx(x) negativ

n-1 ) n-1 ) n-1 )
—frx(x) =2" = > x2t =1+ > 21— > x;2
i=0 i=0 i=0

n-1 ] n-1 ]
=1+ > (1-x)2" =1+ > x;2¢
i=0 i=0

=1+ f(x)

Dal+ f(x) < 2" 1 liefert Anwendung von f~! oder fz_Kl die
gleiche Bitfolge.
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Negative Zahlen

Beweis
2. Fall: x,,—1 = 0, d.h. fzx(x) strikt positiv

n-1 n-1 n-1
—fZK(X) = — Z xi2i = z (1—Xi)2i— Z 2i—1+1
i=0 i=0 i=0
n-1
=1+ > %2'-2" =1+ f(x)-2"
i=0

Fiir eine Zahl z die das hochstwertige Bit n — 1 gesetzt hat gilt
fZ‘Kl(z —2") = f~1(z). Dies gilt fur 1 + f(x).
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Negative Zahlen

Definition
Die Restklasse [a]y enthdlt alle z € Z die bei Division durch m
den gleichen Rest lassen.

a heiRt Reprasentant der Restklasse. Eine Restklasse hat viele
verschiedene Reprdsentanten.

Fiir eine Restklasse M < Z nennen wira € M mit 0 < a < m den
Standardreprasentanten der Restklasse.

Beispiel
> [2]s =[42]s =[-78]s
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Negative Zahlen

Rechnen mit Restklassen
Man kann mit Restklassen rechnen. Die Multiplikation / Addition

/ Subtraktion etc. wird reprasentantenweise ausgefiihrt. Die

Beispiele:
> [2]g-[7]g =1[2-7]g =[6]s
> [-6]s-[23]g =[-6-23]s =[-138]s = [-18]s = [6]s
> [7]g +[8]g =[15]g = [-1]s
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Negative Zahlen

Die Hardware Implementierung von Addition / Multiplikation etc.
implementiert eigentlich eine Operation auf Restklassen modulo
2", wobei n der Bitlange entspricht.

Im Prinzip wird eine Operation (Addition / Subtraktion /
Multiplikation / Ganzahldivision) ausgefiihrt, und dann werden
Uberzahlige Bits verworfen (d.h., dass Ergebnis wird modulo 2"
genommen).

Durch das Verwenden des 2er-Komplements kann man fur
signed und unsigned Datentypen, (im wesentlichen) die gleiche
Hardware benutzen.
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Ganze Zahlen in C-dhnlichen Sprachen

Ganze Zahlen:
Die primitiven Datentypen fiir ganze Zahlen sind:

» 8 Bits: unsigned char {0,...,255}
signed char {-128,...,127}

» 16 Bits: unsigned short {0,...,65535}
signed short {-32768,...,32767}

» 32 Bits: unsigned long {0,...,23% — 1}
signed long {-231,...,231 -1}

> 64 Bits: unsigned long long {0,...,2%% — 1}
signed long long {-263 ...,263 —1}

> signed kann weggelassen werden (ausser bei char!)

» unsigned int und signed int sind je nach System 16, 32
oder 64 Bit

| D|es sind nur Mindestvorgaben. Auf derI

Cray ist ein short z.B. 64 Bit lang. :



Rationale Zahlen |

Festkommadarstellung: Komma an fester Stelle in Zahl

Beispiel mit n = 16:

|£‘15 €14 €3 €12 €11 €10 C9 €| ¢z G ¢ ¢ @ € Col

ganzzahliger Anteil v gebrochener Anteil
Komma

Nachteile:
> weniger groRe Zahlen darstellbar

> feste Genauigkeit der Nachkommastellen
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Rationale Zahlen Il

cn Cn-1 - o o - a o |c1 -2 - . . . - C-m

A 4

Komma

ganzzahlfger Anteil gebrochevner Anteil

Interpretation fiir v € Q:
Y=cp-2"+...4¢co-2%+c_127+ ... +c_py-27m
mit n + 1 Vorkomma- und m Nachkommaziffern
Beispiel:
11.01,=1-21+1-2°+0.271+1.272

=2+1+0+%=3.251
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Floating Point Zahlen |

Wissenschaftliche Notation: x = a - 10? fiir x € R, wobei:
» aeRmitl < |al <10

» beZ
Beispiele:
» —2.7315-102°C  absoluter Nullpunkt
» 1.5-107 Hz Taktfrequenz A8X Prozessor

Drei Bestandteile:

» Vorzeichen

> Mantisse |a| (bestimmt die Genauigkeit)

> Exponent b (bestimmt GroRe des Wertebereichs)
Problem: bei fester Lange der Mantisse (z.B. 3 Ziffern)

» zwischen 1.23 - 104 = 12300 und 1.24 - 10* = 12400 keine
Zahl darstellbar!



Floating Point Zahlen Il

1 Bit 8 Bit 23 Bit 32 Bit float
1 Bit 11 Bit 52 Bit 64 Bit double
| \" | Exponent E | Mantisse M

» wissenschaftliche Darstellung mit Basis 2

f _ (_1)\/ - (1+M) - 2E7bias

» Vorzeichen Bit V
» Mantisse M hat immer die Form 1.abc, also wird erste
Stelle weggelassen (,hidden bit")

» Exponent E wird vorzeichenlos abgespeichert, verschoben
um bias

> bei 32 bit: bias = 127, bei 64 bit: bias = 1023
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Floating Point Zahlen llI

Ubliche Floating Point Formate:

Bit Vorz. Exp. Mant. Dezimal Bereich
stellen
32 1 Bit 8 Bit 23 Bit ~7 | +2 - 10738 bis +2 1038
64 1 Bit 11 Bit 52 Bit ~15 | +2 - 107308 pjs +2.10308
80 1 Bit 15 Bit 64 Bit ~19 | £1-1074932 bjs +1 .104932
In C:

float (32 Bit), doubTe (64 Bit), Tong double (80 Bit)

m Harald Racke
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Vorsicht mit Floating Point!

Floating Point Zahlen sind bequem, aber Vorsicht!

> Viele Dezimalzahlen haben keine Floating Point Darstellung
> Beispiel: 0.1;90 = 0.0001100110011 ..., (periodisch)
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Vorsicht mit Floating Point!

Floating Point Zahlen sind bequem, aber Vorsicht!

> Viele Dezimalzahlen haben keine Floating Point Darstellung
> Beispiel: 0.1;90 = 0.0001100110011 ..., (periodisch)

» Durch feste Lange der Mantisse sind ebenfalls viele Zahlen
nicht darstellbar

> Beispiel: mit 3 Ziffern Mantisse ist zwischen
1.23 - 10* = 12300 und 1.24 - 10* = 12400 keine Zahl
darstellbar!
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Vorsicht mit Floating Point!
Floating Point Zahlen sind bequem, aber Vorsicht!

> Viele Dezimalzahlen haben keine Floating Point Darstellung
> Beispiel: 0.1;90 = 0.0001100110011 ..., (periodisch)

» Durch feste Lange der Mantisse sind ebenfalls viele Zahlen
nicht darstellbar

> Beispiel: mit 3 Ziffern Mantisse ist zwischen

1.23 - 10* = 12300 und 1.24 - 10* = 12400 keine Zahl
darstellbar!

» Kritisch sind Vergleiche von Floating Point Zahlen
> Beispiel: (0.1 + 0.2 == 0.3) ist meist FALSE!
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Vorsicht mit Floating Point!

Floating Point Zahlen sind bequem, aber Vorsicht!

> Viele Dezimalzahlen haben keine Floating Point Darstellung
> Beispiel: 0.1;90 = 0.0001100110011 ..., (periodisch)

» Durch feste Lange der Mantisse sind ebenfalls viele Zahlen
nicht darstellbar

> Beispiel: mit 3 Ziffern Mantisse ist zwischen
1.23 - 10* = 12300 und 1.24 - 10* = 12400 keine Zahl
darstellbar!

» Kritisch sind Vergleiche von Floating Point Zahlen
> Beispiel: (0.1 + 0.2 == 0.3) ist meist FALSE!

» Zins-Berechnungen und dergleichen NIE mit Floating Point
Zahlen!

> Stattdessen: spezielle Bibliotheken wie GMP
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Definition Datenstruktur

Definition Datenstruktur (nach Prof. Eckert)
Eine Datenstruktur ist eine

> logische Anordnung von Datenobjekten,
> die Informationen reprasentieren,

> den Zugriff auf die reprasentierte Information lber
Operationen auf Daten ermdoglichen und

v

die Information verwalten.

Zwei Hauptbestandteile:

» Datenobjekte
z.B. definiert Uber primitive Datentypen

» Operationen auf den Objekten
z.B. definiert als Funktionen
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Primitive Datentypen in C

Natirliche Zahlen, z.B. unsigned short, unsigned Tong
> Wertebereich: bei n Bit von 0 bis 2" — 1

> Operationen: +, -, =, /, %, <, ==, 1=, >

Ganze Zahlen, z.B. int, Tong
> Wertebereich: bei n Bit von —2"~ ! bis 21 — 1

» Operationen: +, -, *, /, %, <, ==, !=, >

Floating Point Zahlen, z.B. double, float
» Wertebereich: abhdngig von GroRe

» Operationen: +, -, *, /, <, ==, I=, >

Logische Werte, bool
> Wertebereich: true, false
» Operationen: &&, ||, !, ==, !=



Definition Feld

Definition Feld
Ein Feld F ist eine Folge von n Datenelementen (d;)i-1,..n,

F=d,dp,...,dn

mit n € Np.

Die Datenelemente d; sind beliebige Datentypen (z.B. primitive).

Beispiele:
» F sind die natiirlichen Zahlen von 1 bis 10, aufsteigend

geordnet:
F=1,2,3,4,56,7,8,910

> Ist n =0, so ist das Feld leer.
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Definition Feld

Operationen

» F.initialize(): initialisiere leeres Feld A

> F.elementAt(i): Zugriff auf i-tes Element von A.
i muss zwischen 1 und F.size() liegen.

» F.insert(d,i): fige Element d an Position i in Feld A ein.
i muss zwischen 1 und F.size()+1 liegen

v

F.erase(i): entferne i-tes Element aus Feld A.

v

F.size(): gibt die Anzahl der Elemente des Feldes zurlick

Ein abstrakter Datentyp wird im wesentlichen durch die auf ihn
anwendbaren Operationen definiert.
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Feld als Array

Reprasentation von Feld durch Array der Lange n
» Datenelemente werden in Array gespeichert
» einfacher Zugriff Gber index-operator (A[i])

» Hinzufligen/Léschen schwierig...

o [ar [ [ [ T[]

Achtung: Indizierung des Arrays startet bei 0!
A[i] enthdlt Element i+1 des Feldes
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Eigenschaften von Arrays

Feld F mit Lange n als Array

Vorteile:
> direkter Zugriff auf Elemente in konstanter Zeit mittels A[1]
> sequentielles Durchlaufen sehr einfach

Nachteile:
» Verlangern des Feldes aufwendig

» Hinzufligen und Léschen von Elementen aufwendig
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Hinzufiigen eines Elementes
Gegeben: Feld F, Lidnge n, via Array implementiert

Gewiinscht: Feld F, zusatzliches Element d; an Position i;
Elemente an Positionen > i werden auf nachsthohere Position
verschoben

» neuen Speicher der GroRe n+1 reservieren

> altes Array in neuen Speicher kopieren

Beispiel: F.insert(12, 3) (einfligen an Position 3)

] | Al0] | All] | Al2] | Al3] | Al4] | AlS] | Al6] |

I AN

W o [ v [ v | v [ v [ owst [ owe | e |
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Implementierung: Feld via Array

class Feld {
int n;
intx A;

pubTic:
Feld( {
n =0;
10 A new int[n];

11 }

3
4
5
6
7
8
9

(.




Implementierung: Feld via Array

13 void insert(int d, int i) {

14 int* H = new int[n+1];

15 for (int j=0; j<i-1; j++) {
16 H[J1 = A[31;

17 }

18 H[i-1] = d;

19 for (int j=i-1; j<n; j++) {
20 H[J+11 = A[1;

21 }

22 delete[] A;

23 A = H;

24 n++;

25 }




Implementierung: Feld via Array

27 void erase(int i) {

28 int* H = new int[n-1];

29 for (int j=0; j<i-1; j++) {
30 H[J1 = AL[31;

31 }

32 for (int j=i; j<n; j++) {
33 H[3-11 = A[3l;

34 }

35 delete[] A;

36 A = H;

37 n--;

38 }




Implementierung: Feld via Array

40 int elementAt(int i) {
41 return A[i-1];

42 }

43

44 int size() {

45 return n;

46 }

47 };

A\




Feld als einfach verkettete Liste

Reprdsentation von Feld als verkettete Liste
» dynamische Anzahl von Datenelementen

> in linearer Reihenfolge gespeichert (nicht notwendigerweise
zusammenhadngend!)

> mit Referenzen oder Zeigern verkettet

data ]7 data dara 23 data data data
next next next next next - next m

A

head
n

auf Englisch: linked list
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Verkettete Liste

data[ 17 | data[ -5 | data 23 data[ 18 | data data
next next next ne)(t next - next

Folge von miteinander verbundenen Elementen

jedes Element besteht aus
» data: Wert des Feldes an Position i

» next: Referenz auf das nachste Element

‘m 4.1 Felder
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Verkettete Liste

data data data data[ 18 | data data
next| | next| | next| | next| | next[ | next

A

head |:|

Folge von miteinander verbundenen Elementen

jedes Element besteht aus
» data: Wert des Feldes an Position i

» next: Referenz auf das nachste Element

head ist Referenz auf erstes Element der Liste

letztes Element hat keinen Nachfolger

» symbolisiert durch null-Referenz
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Verketteter Liste - Zugriff auf Element

Zugriff auf Element i:
» beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-ten
Element

data
next

data ]7 data data
next next next -
A

head help

data m data
next| | next| |
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Verketteter Liste - Zugriff auf Element

Zugriff auf Element i:
» beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-ten
Element

data
next

data ]7 data data
next next next -
A

head help

data m data
next| | next| |
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Verketteter Liste - Zugriff auf Element

Zugriff auf Element i:
» beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-ten
Element

data
next

data ]7 data data
next next next -
A

head help

data m data
next| | next| |
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Verketteter Liste - Zugriff auf Element

Zugriff auf Element i:
» beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-ten
Element

data
next

data
next[ |

data data 23
next| | next| |

A

head help l__Ll

data data
next next
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Verketteter Liste - Einfiigen nach Referenz

Einfliigen nach Element i:
> beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-1-ten
Element

> Referenzen umsetzen

data
next

data
next| |

data data 23 data data
next - next next next
A
head help l__Ll G
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Verketteter Liste - Einfiigen nach Referenz

Einfliigen nach Element i:
> beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-1-ten
Element

> Referenzen umsetzen

data data data data
next| | next| | next| | next| @ |

A

e e
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Verketteter Liste - Loschen nach Referenz

Einfiigen nach Element i:
> beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-1-ten
Element

» Referenzen umsetzen + Speicher freigeben

data - data data 23 data
next next - next next

A

head help l__Ll

%!

data data
next| | next| & |

i
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Verketteter Liste - Loschen nach Referenz

Einfiigen nach Element i:
> beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-1-ten
Element

» Referenzen umsetzen + Speicher freigeben

data - data data 23 data data data
next next - next next - next next m

A
mp

%!

i
4

head help l__Ll
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Verketteter Liste - Loschen nach Referenz

Einfiigen nach Element i:
> beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-1-ten
Element

» Referenzen umsetzen + Speicher freigeben

%!

data - data data 23 data m data data
next next - next next next - next m
A T A T
head help |__L| tmp

i
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Verketteter Liste - Loschen nach Referenz

Einfiigen nach Element i:
> beginne bei head-Referenz

» “vorhangeln” entlang next-Referenzen bis zum i-1-ten
Element

» Referenzen umsetzen + Speicher freigeben

data - data data 23 data "- data
next next - next next “ next
A

head help |J__| tmp

!F

i

‘m 4.1 Felder
Harald Racke 115/261



Implementierung: Feld via Liste

4 struct Node {
5 int data;
6 Node =next;
7
8 Node(int d, Nodex n) {
9 data = d;
10 next = n;
1 }
12 };
(.




Implementierung: Feld via Liste

34 class Feld {

15 int n;

16 Node =head;

17 public:

18

19 Feld() { // erzeuge leeres Feld
20 n = 0;

21 head = NULL;

22 }

23

24 int size() { return n; }
25

26 int elementAt(int i) {
27 Node* h = head;

28 while (i-- > 1)

29 h = h->next;

30 return h->data;

31 }

(.




Implementierung: Feld via Liste

34
35
36
37
38
39
40
4

42
43
44
45
46
47

void insert(int d, int i) {

Nodex* tmp = new Node(d, NULL);
n++;

if (3 ==1) {
tmp->next = head;
head = tmp;
return;

}

Nodex h = head;
i--3
while (i-- > 1)

h = h->next;
tmp->next = h->next;
h->next = tmp;




Implementierung: Feld via Liste

~
49

50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64

void erase(int i) {

}

n--;

if (== 1) {
Node* tmp = head;
head = head->next;
delete tmp;
return;

}

Nodex h = head;
i--3
while (i-- > 1)

h = h->next;
Node* tmp = h->next;
h->next = h->next->next;
delete tmp;

65 }; // end class




Gegeniiberstellung Array und verkettete Liste

Array

|

Verkettete Liste

Direkter Zugriff auf i-tes
Element

Zugriff auf i-tes Element er-
fordert i Iterationen

sequentielles Durchlaufen
sehr einfach

sequentielles Durchlaufen
sehr einfach

statische Ldange, kann Spei-
cher verschwenden

dynamische Lange

zusatzlicher Speicher fir
Zeiger benotigt

Einfligen/LOschen erfor-
dert erheblich Kopierauf-
wand

Einfligen/Loschen einfach

m Harald Racke
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Feld als doppelt verkettete Liste

Reprasentation von Feld A als doppelt verkettete Liste
> verkettete Liste

> jedes Element mit Referenzen doppelt verkettet

prev prev[ | prev | prev prev prev
data data| -5 | data 23 data data data
next|  H—|next| | next| | next| | next next

A

head
tail

auf Englisch: doubly linked list

‘m 4.1 Felder
Harald Racke

121/261



Doppelt verkettete Liste

1 1 1 1 1
prev m <J prev - <J prev - 4J prev - <J prev - <J prev -
data data data data m data data
next next - next - next - next - next m

A

head
tail

Folge von miteinander verbundenen Elementen
Jedes Element besteht aus

» data: Wert des Feldes
> next: Referenz auf das niachste Element
> prev: Referenz auf das vorherige Element

head/tail sind Referenzen auf erstes/letztes Element; diese
haben keinen Nachfolger bzw. keinen Vorganger.



Operationen auf doppelt verketteter Liste

Loschen von Element i:
> Zugriff auf Element 1
» umhangen von Referenzen

> Speicherplatz freigeben

prev prev
data data 23
next next

head help lil

tail

prev
data

next

1
prev[ | prev[ | 4—| prev[ |
data data data
next| | next| | next| o |

A
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Operationen auf doppelt verketteter Liste

Loschen von Element i:
> Zugriff auf Element 1
» umhangen von Referenzen

> Speicherplatz freigeben

+ | —=
| | |
prev 4J prev[ | <J prev | 4J prev[ | prev[ | prev[ |
data data data data m data data
next —| next next| | next| | next| | next| o |
Ty 7 Y
I
head help lil
tail
,
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Operationen auf doppelt verketteter Liste

Loschen von Element i:

> Zugriff auf Element 1

» umhangen von Referenzen

> Speicherplatz freigeben

prev 4J
data

next —>|

prev
data
next

prev | prev - 4—| prev[ |
data 23 data data data
next next - next| o |

head
tail

netp [

m Harald Racke
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Operationen auf doppelt verketteter Liste

Einfliigen von Element an Stelle i:
» Zugriff auf Element i-1

» umhangen von Referenzen

1
prev - <J prev
data| 18 | data
next| | next

prev 12

1

prev[ | prev[ | <J
datal 17 | data -5 | data
next - next| |

head - help l__l_l

tail [ ]

prev
data
next

next




Operationen auf doppelt verketteter Liste

Einfliigen von Element an Stelle i:
» Zugriff auf Element i-1

» umhangen von Referenzen

prev 12 prev prev prev prev prev
data 17 data -5 | data 23 data data data
next - next next| | next next next

rev
head help Zata
tail - — -




Operationen auf doppelt verketteter Liste

Einfliigen von Element an Stelle i:
» Zugriff auf Element i-1

» umhangen von Referenzen

prev[ o | prev[ | prev[ | prev
data 17 data -5 | data 23 data
next - next next| | next

head help
tail -




Eigenschaften doppelt verkettete Liste

Doppelt verkettete Liste
Vorteile:
» Durchlauf in beiden Richtungen moglich
» Einfligen/Loschen potentiell einfacher, da man sich
Vorgadnger nicht extra merken muss
Nachteile:
> zusdtzlicher Speicher erforderlich fiir zwei Referenzen

» Referenzverwaltung komplizierter und fehleranfallig
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Zusammenfassung Felder

Ein Feld A kann reprdsentiert werden als:

> Array
> verkettete Liste (linked list)

> doppelt verkettete Liste (doubly linked list)
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Zusammenfassung Felder

Ein Feld A kann reprdsentiert werden als:

> Array
> verkettete Liste (linked list)

> doppelt verkettete Liste (doubly linked list)

Eigenschaften:
> einfach und flexibel

» aber manche Operationen aufwendig
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Definition Abstrakter Datentyp

Abstrakter Datentyp (englisch: abstract data type, ADT) Ein
abstrakter Datentyp ist ein mathematisches Modell fiir
bestimmte Datenstrukturen mit vergleichbarem Verhalten.

Ein abstrakter Datentyp wird indirekt definiert tiber
» mogliche Operationen auf ihm sowie

» mathematische Bedingungen (oder: constraints) tiber die
Auswirkungen der Operationen (u.U. auch die Kosten der
Operationen).
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Beispiel abstrakter Datentyp: abstrakte Variable

Abstrakte Variable V ist eine veranderliche Dateneinheit mit zwei
Operationen

> Joad(V) liefert einen Wert

» store(V, x) wobei x ein Wert ist

und der Bedingung

> Toad(V) liefert immer den Wert x der letzten Operation
store(V, x)
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Beispiel abstrakter Datentyp: abstrakte Liste (Teil 1)

Abstrakte Liste L ist ein Datentyp

mit Operationen
» pushFront(L, x) liefert eine Liste
> front(L) liefert ein Element

» rest(L) liefert eine Liste

und den Bedingungen
> ist x Element, L Liste, dann liefert front(pushFront(L,
x)) das Element x.
> ist x Element, L Liste, dann liefert rest(pushFront(L, x))
die Liste L.
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Beispiel abstrakter Datentyp: abstrakte Liste (Teil 2)

Abstrakte Liste L. Weitere Operationen sind
> isEmpty(L) liefert true oder false

» initialize() liefert eine Listeninstanz

mit den Bedingungen

» initialize() = L fur jede Liste L (d.h. jede neue Liste ist
separat von alten Listen)

> isEmpty(initialize()) == true (d.h. eine neue Liste ist
leer)

> disEmpty(pushFront(L, x)) == false (d.h. eine Liste ist
nach einem pushFront nicht leer)
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Definition Stack

Stack (oder deutsch: Stapel, Keller) Ein Stack ist ein abstrakter
Datentyp. Er beschreibt eine spezielle Listenstruktur nach dem
Last In - First Out (LIFO) Prinzip mit den Eigenschaften

» |dschen, einflgen ist nur am Ende der Liste erlaubt,

> nur das letzte Element darf manipuliert werden.
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Definition Stack

Stack (oder deutsch: Stapel, Keller) Ein Stack ist ein abstrakter
Datentyp. Er beschreibt eine spezielle Listenstruktur nach dem
Last In - First Out (LIFO) Prinzip mit den Eigenschaften

>

>

6schen, einfligen ist nur am Ende der Liste erlaubt,

nur das letzte Element darf manipuliert werden.

Operationen auf Stacks:

>

vV v.vY

push: legt ein Element auf den Stack (einfiigen)

pop: entfernt das letzte Element vom Stack (I6schen)
top: liefert das letzte Stack-Element

isEmpty: liefert true falls Stack leer

initialize: Stack erzeugen und in Anfangszustand (leer)
setzen
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Definition Stack

Stack (oder deutsch: Stapel, Keller) Ein Stack ist ein abstrakter
Datentyp. Er beschreibt eine spezielle Listenstruktur nach dem
Last In - First Out (LIFO) Prinzip mit den Eigenschaften

» |dschen, einflgen ist nur am Ende der Liste erlaubt,

> nur das letzte Element darf manipuliert werden.
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Definition Stack (exakter)

Stack S ist ein abstrakter Datentyp mit Operationen
> pop(S) liefert einen Wert
> push(S, x) wobei x ein Wert

mit der Bedingung

> ist x Wert und V Variable, dann ist die Sequenz push (S,
x); V = pop(S); aquivalentzuV = x;
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Definition Stack (exakter)

Stack S ist ein abstrakter Datentyp mit Operationen
> pop(S) liefert einen Wert
> push(S, x) wobei x ein Wert

mit der Bedingung

> ist x Wert und V Variable, dann ist die Sequenz push (S,
x); V = pop(S); aquivalentzuV = x;

sowie der Operation
> top(S) liefert einen Wert
mit der Bedingung

> ist x Wert und V Variable, dann ist die Sequenz push (S,
x); V = top(S); aquivalent zu
push(S, x); V = x;
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Definition Stack (exakter, Teil 2)

Stack S. Weitere Operationen sind

> isEmpty(S) liefert true oder false

> initialize() liefert eine Stackinstanz
mit den Bedingungen

» initialize() = S fur jeden Stack S (d.h. jeder neue Stack
ist separat von alten Stacks)

» isEmpty(initialize()) == true (d.h. ein neuer Stack ist
leer)

> isEmpty(push(S, x)) == false (d.h. ein Stack nach
push ist nicht leer)

‘m 4.3 Stacks
Harald Racke 134/261



Anwendungsbeispiele Stack

Call-Stack bei Funktionsaufrufen

Einfache Vorwarts- / Riickwarts Funktion in Software

» z.B. im Internet-Browser

Syntaxanalyse eines Programms

» z.B. zur Erkennung von Syntax-Fehlern durch Compiler

Auswertung arithmetischer Ausdriicke
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Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Gegeben sei ein vollstandig geklammerter, einfacher
arithmetischer Ausdruck mit Bestandteilen Zahl, +, *, =

Beispiel: 3 * (4 + 5)) =
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Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Gegeben sei ein vollstandig geklammerter, einfacher
arithmetischer Ausdruck mit Bestandteilen Zahl, +, *, =

Beispiel: (3 * (4 + 5)) =

Schema:

> arbeite Ausdruck von links nach rechts ab, speichere jedes
Zeichen ausser ) und = in Stack S

> bei) werte die 3 obersten Elemente von S aus, dann
entferne die passende Klammer ( vom Stack S und speichere
Ergebnis in Stack S

> bei = steht das Ergebnis im obersten Stack-Element von S
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Stack

L ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Stack

LA ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

(
(

Stack

LA ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))

‘m 4.3 Stacks
Harald Racke 137/261



Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

(

(

(
Stack

LA ddsf+iD - Jzp ][ cuf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))

‘m 4.3 Stacks
Harald Racke 137/261



Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

~| ~] w

(
Stack

L dsf+iD - Jzp [ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

~~|w]| +

(
Stack

L dsf+iD - Jzp ][ cuf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

1
+
3
(
(

(
Stack

L ddsf+ip [ Jzp [ cuf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

1
+
3
(
(

(
Stack

L dsf+iDlJzp [ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

4

(

(
Stack

L ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

4

(

(
Stack

LA ddsf+iD I Jzp [ uf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

7

4

(

(
Stack

L ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

7

4

(

(
Stack

L dsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

28
(

Stack

L ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

+
28
(
Stack

L ddsf+iDlJzp [ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

(
+

28
(
Stack

L ddsf+iD - Jzp ][ cuf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

14

(
+

28
(
Stack

L ddsf+D - Jzp [ cuf-]s[ ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

14

(
+

28
(
Stack

L ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Stack

L ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Stack

L ddsf+iD - Jzp [ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

11
+
28
(
Stack

L ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

11
+
28
(
Stack

L dsf+iD - Jzp [ uf-]sD )]

((3+1)-7)+(14-3))
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Beispiel: Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Stack

L ddsf+iD - Jzp ][ duf-]sD ]

((3+1)-7)+(14-3))
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Implementation Stack

Stack ist abstrakter Datentyp.

> Implementation ist nicht festgelegt

» nur Operationen und Bedingungen sind festgelegt
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Implementation Stack

Stack ist abstrakter Datentyp.

> Implementation ist nicht festgelegt

» nur Operationen und Bedingungen sind festgelegt

Stack kann auf viele Arten implementiert werden, zum Beispiel
als:

> Array

> verkettete Liste
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Implementation Stack via Array

Stack-Elemente im Array (Lange n) speichern
oberstes Stack-Element merken mittels Variable top

falls Stack leer ist top == -1

|A[0] |A[1] | A[2]| : | - | - |A[n-1]‘

top

» push(x) inkrementiert top und speichert x in A[top]
» pop() liefert A[top] zuriick und dekrementiert top
> top() liefert A[top] zuriick
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Implementation Stack als verkettete Liste

Stack-Elemente speichern in verketteter Liste

oberstes Stack-Element wird durch head-Referenz markiert

data data data data m data data
next[ | next[ | next| | next[ | next[ | next[ & |

A

head |:|

» push(x) flugt Element an erster Position ein

» pop() liefert Element an erster Position zuriick und entfernt
es

> top() liefert Element an erster Position zuriick
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Zusammenfassung Stack

Stack ist abstrakter Datentyp als Metapher fiir einen Stapel
> wesentliche Operationen: push, pop

Implementation als Array
> fixe GroRe (entweder Speicher verschwendet oder zu klein)

» push, pop sehr effizient

Implementation als verkettete Liste
» dynamische GroRe, aber Platz fiir Zeiger “verschwendet”
> push, pop effizient
> eventuell nicht cache-effizient
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Definition Queue

Queue (oder deutsch: Warteschlange)
Eine Queue ist ein abstrakter Datentyp. Sie beschreibt eine
spezielle Listenstruktur nach dem First In - First Out (FIFO)
Prinzip mit den Eigenschaften

> einfligen ist nur am Ende der Liste erlaubt,

> entfernen ist nur am Anfang der Liste erlaubt.

4 ?99¢9
Pl O N O Sy §
Person verlasst Schlange Person stellt sich an
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Definition Queue

Queue (oder deutsch: Warteschlange)

Eine Queue ist ein abstrakter Datentyp. Sie beschreibt eine
spezielle Listenstruktur nach dem First In - First Out (FIFO)
Prinzip mit den Eigenschaften

> einfligen ist nur am Ende der Liste erlaubt,

>

entfernen ist nur am Anfang der Liste erlaubt.

Operationen auf Queues:

>
|
>
>

enqueue: fiigt ein Element am Ende der Schlange hinzu
dequeue: entfernt das erste Element der Schlange
isEmpty: liefert true falls Queue leer

initialize: Queue erzeugen und in Anfangszustand (leer)
setzen
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Definition Queue (exakter)
Queue Q ist ein abstrakter Datentyp mit Operationen

> dequeue(Q) liefert einen Wert

> enqueue(Q, x) wobei x ein Wert

> isEmpty(Q) liefert true oder false

» initialize liefert eine Queue Instanz
und mit Bedingungen

> ist x Wert, V Variable, Q leere Queue, dann ist Sequenz
enqueue(Q, x); V=dequeue(Q); dquivalent zu V=x.



Definition Queue (exakter)
Queue Q ist ein abstrakter Datentyp mit Operationen

> dequeue(Q) liefert einen Wert

> enqueue(Q, x) wobei x ein Wert

> isEmpty(Q) liefert true oder false

» initialize liefert eine Queue Instanz
und mit Bedingungen

> ist x Wert, V Variable, Q leere Queue, dann ist Sequenz
enqueue(Q, x); V=dequeue(Q); dquivalent zu V=x.

> sind x,y Werte, V Variable und Q Queue, dann ist Sequenz
enqueue(Q, x); enqueue(Q, y); V=dequeue(Q)
dquivalent zu enqueue(Q,x); V=dequeue(Q);
enqueue(Q, Yy)



Definition Queue (exakter)
Queue Q ist ein abstrakter Datentyp mit Operationen

>

|

>

>

dequeue(Q) liefert einen Wert
enqueue(Q, x) wobei x ein Wert
isEmpty(Q) liefert true oder false

initialize liefert eine Queue Instanz

und mit Bedingungen

>

ist x Wert, V Variable, Q leere Queue, dann ist Sequenz
enqueue(Q, x); V=dequeue(Q); dquivalent zu V=x.
sind x,y Werte, V Variable und Q Queue, dann ist Sequenz
enqueue(Q, x); enqueue(Q, y); V=dequeue(Q)
dquivalent zu enqueue(Q,x); V=dequeue(Q);
enqueue(Q, y)

initialize() =+ Qfir jede Queue Q
isEmpty(initialize()) == true

> isEmpty(enqueue(Q, x)) == false



Beispiel: Queue

@ | || | | || | Q = initialize();
Anfang

@ enqueue(1);
| :EI I | | | | |
Anfang

@ enqueue(2);
I jfI I jEI I | | |
Anfang

@ I:EI If':l |f| | | enqueue(3);
Anfang

@ IiEI Ifl | || | dequeue();
Anfang

< | | | | || | dequeue();
Anfang
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Anwendungsbeispiele Queue

» Druckerwarteschlange

v

Playlist von iTunes (oder dhnlichem Musikprogramm)

v

Kundenauftrage bei Webshops

v

Warteschlange fiir Prozesse im Betriebssystem
(Multitasking)
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Anwendungsbeispiel Stack und Queue

Palindrom
Ein Palindrom ist eine Zeichenkette, die von vorn und von hinten
gelesen gleich bleibt.

Beispiel: Reittier

Erkennung ob Zeichenkette ein Palindrom ist

» ein Stack kann die Reihenfolge der Zeichen umkehren

> eine Queue behdlt die Reihenfolge der Zeichen
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Palindromerkennung

-

Input: Zeichenkette str mit Laenge n
Output: true falls str Palindrom; sonst false

Stack S;
Queue Q;

i=0;
while (i<n)

©® N O U A W N =

9 S.push(str[i]);

10 Q.enqueue(str[il);

1 T4+

121 = 0;

13 while (i<n)

14 s = S.popQ);

15 q = Q.dequeue();

16 if (s != q) return false;
17 T4+

18 return true;

~
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Implementation Queue

Auch Queue ist abstrakter Datentyp.

> Implementation ist nicht festgelegt

» nur Operationen und Bedingungen sind festgelegt

Queue kann auf viele Arten implementiert werden, zum Beispiel
als:

> verkettete Liste

> Array
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Implementation Queue als verkettete Liste

Queue-Elemente speichern in verketteter Liste
Anfang der Queue wird durch head-Referenz markiert

Ende der Queue wird durch extra tail-Referenz markiert

data ]7 data data data m data data
next next next - next - next next
A A

head T
tail

> enqueue(x) fligt Element bei head-Referenz ein

» dequeue() liefert Element bei tail-Referenz zuriick und
entfernt es
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Implementation Queue via Array

Queueelemente in Array (Lange n) speichern
Anfang der Queue wird durch Index head markiert

Ende der Queue wird durch Index tail markiert

N R N N N =

tail head

> enqueue(x) fligt Element bei Index (tail+1)%n ein

» dequeue liefert Element bei Index head zuriick und entfernt
es durch Inkrement von head (head=(head+1)%n)
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Implementation Queue als zwei Stacks
Queue Q kann mittels zwei Stacks implementiert werden
erster Stack inbox wird fiir enqueue benutzt:

> Q.enqueue(x) resultiert in inbox.push(x)

zweiter Stack outbox wird fir dequeue benutzt:

> falls outbox leer, kopiere alle Elemente von inbox zu
outbox: outbox.push( inbox.pop() )

» Q.dequeue() liefert outbox.pop() zurick

push(1)

inbox outbox



Implementation Queue als zwei Stacks
Queue Q kann mittels zwei Stacks implementiert werden
erster Stack inbox wird fiir enqueue benutzt:

> Q.enqueue(x) resultiert in inbox.push(x)

zweiter Stack outbox wird fir dequeue benutzt:

> falls outbox leer, kopiere alle Elemente von inbox zu
outbox: outbox.push( inbox.pop() )

» Q.dequeue() liefert outbox.pop() zurick

push (2)

inbox outbox



Implementation Queue als zwei Stacks
Queue Q kann mittels zwei Stacks implementiert werden
erster Stack inbox wird fiir enqueue benutzt:

> Q.enqueue(x) resultiert in inbox.push(x)

zweiter Stack outbox wird fir dequeue benutzt:

> falls outbox leer, kopiere alle Elemente von inbox zu
outbox: outbox.push( inbox.pop() )

» Q.dequeue() liefert outbox.pop() zurick

1 push(3)

inbox outbox



Implementation Queue als zwei Stacks
Queue Q kann mittels zwei Stacks implementiert werden
erster Stack inbox wird fiir enqueue benutzt:
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Implementation Queue als zwei Stacks
Queue Q kann mittels zwei Stacks implementiert werden
erster Stack inbox wird fiir enqueue benutzt:

> Q.enqueue(x) resultiert in inbox.push(x)

zweiter Stack outbox wird fir dequeue benutzt:

> falls outbox leer, kopiere alle Elemente von inbox zu
outbox: outbox.push( inbox.pop() )

» Q.dequeue() liefert outbox.pop() zurick
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Zusammenfassung Queue

Queue ist abstrakter Datentyp als Metapher fiir eine
Warteschlange

> wesentliche Operationen: enqueue, dequeue

Implementation als verkettete Liste

» dynamische GroRe, aber Platz fiir Referenzen
“verschwendet”

> enqueue, dequeue effizient

» nicht cache-effizient

Implementation als Array
> fixe GroRe (entweder Speicher verschwendet oder zu klein)

» enqueue, dequeue sehr effizient
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Was messen wir?
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5 Effizienz von Algorithmen

Wie messen wir?

» Implementieren und Testen auf reprdsentativen Eingaben.
> Welche Eingaben?
> Kann sehr aufwendig sein.
> Prazise Resultate wenn sorgfaltig durchgefiihrt.
> Resultate gelten aber nur fiir spezifische Hardware, und
spezifische Eingaben.

» Theoretische Analyse in einem Rechenmodell.
> Gibt asymptotische Garantien wie z.B. ,dieser Algorithmus
lduft immer in Zeit O (n2)".
> Ublicherweise wird der worst case betrachtet.
» Man kann auch untere Schranken erhalten: ,jedes
vergleichsbasierte Sortierverfahren bendétigt im worst case
mindestens Q(nlogn) Vergleiche®.
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5 Effizienz von Algorithmen

Eingabeldnge

Die theoretischen Schranken werden als Funktion f : N — N von
der Eingabeldnge auf die Laufzeit (oder Speicherverbrauch,
Energieverbrauch etc.) angegeben.
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5 Effizienz von Algorithmen

Eingabeldnge

Die theoretischen Schranken werden als Funktion f : N — N von
der Eingabeldnge auf die Laufzeit (oder Speicherverbrauch,
Energieverbrauch etc.) angegeben.

Die Eingabeldnge ist z.B.
> die GroRe der Eingabe (Anzahl an bits)

> die Anzahl der Argumente

Example 1

Angenommen n Zahlen aus dem Bereich {1,...,N} sollen
sortiert werden. Wir sagen ublicherweise, dass die Eingabelange
n ist, anstatt z.B. nlog N, was der Anzahl an Bits entsprechen
wirde.

m 5.1 Modellierung
Harald Racke

156/261



Rechenmodell

Wie messen wir

‘m 5.1 Modellierung
Harald Racke 157/261



Rechenmodell

Wie messen wir

1. Berechne die Laufzeit in einem idealisierten Rechenmodell
(z.B. Random Access Machine (RAM))

‘m 5.1 Modellierung
Harald Racke 157/261



Rechenmodell

Wie messen wir

1. Berechne die Laufzeit in einem idealisierten Rechenmodell
(z.B. Random Access Machine (RAM))

2. Berechne Anzahl von Basisoperationen wie z.B. Anzahl an
Vergleichen, Multiplikationen, Festplattenzugriffen etc.

m 5.1 Modellierung
Harald Racke

157/261



Random Access Machine (RAM)

> Ein- und Ausgabeband (Folge von Einsen und Nullen;

unbeschrankte Ldange).

| Ein- und Ausgabeband sind gerichtet
yund ein Lese- oder Schreibzugriff be-
:wegt das entsprechend Band zur nach-
, sten Position.

input tape [e—— memory
R[1]
R[2]
control |, \
unit |V 71 R[3]
R[4]
~ R[5]
=]of1]1 [ [ ]
output tape —
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Random Access Machine (RAM)

> Ein- und Ausgabeband (Folge von Einsen und Nullen;

unbeschrankte Ldange).

» Speicher: unendlich viele Register R[0],R[1],R[2],....
> Register kdnnen beliebige Integer speichern.

> Indirekte Adressierung.

| Ein- und Ausgabeband sind gerichtet
yund ein Lese- oder Schreibzugriff be-
:wegt das entsprechend Band zur nach-
, sten Position.

input tape [e—— memory
R[1]
R[2]
control |, \
unit |V 71 R[3]
R[4]
~ R[5]
=]of1]1 [ [ ]
output tape —
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Random Access Machine (RAM)

Operationen
» Eingabeoperationen (input tape — R[1i])
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Random Access Machine (RAM)

Operationen
» Eingabeoperationen (input tape — R[1i])
> READ i
> Ausgabeoperationen (R[i] — output tape)
> WRITE i
> Registertransfers
> R[j] := R[i]
> R[j] =4
» indirekte Adressierung
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Random Access Machine (RAM)

Operationen
» Eingabeoperationen (input tape — R[1i])
> READ i
> Ausgabeoperationen (R[i] — output tape)
> WRITE i
> Registertransfers
> R[j] := R[i]
> R[j] =4
» indirekte Adressierung
> R[j] := R[R[i]]
ladt den Inhalt des R[i]-ten Registes in das j-te Register.
> R[R[i]]:=RI[j]
ladt den Inhalt des j-ten Registers in das R[i]-te Register
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Random Access Machine (RAM)

Operationen

» Verzweigungen (inklusive Schleifen) abhdngig von
Vergleichen

: Die Sprungbefehle sind sehr dhnlich zu :
:den Sprungbefehlen in verschiedenen:
Assemblersprachen. !
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Random Access Machine (RAM)

Operationen

» Verzweigungen (inklusive Schleifen) abhdngig von
Vergleichen
> jump x
springe zur Position x im Programm
setze Befehlszahler auf x
der ndchste Befehl wird aus Register R[x] gelesen
> jumpz x R[i]
springe zu x falls R[i] =0
falls nicht wird der Befehlszahler um 1 erhoht
> jumpi i
springe zu R[i] (indirekter Sprung);
» arithmetische Operationen: +, —, X, /

TRl = RUD o+ KU I Die Sprungbefehle sind sehr ahnlich zu |
RIil := -R . , Die Sprungbefehle sind sehr dhnlich zu ,
(] (k13 :den Sprungbefehlen in verschiedenen:
Assemblersprachen. |

m 5.1 Modellierung
Harald Racke 160/261



Rechenmodell

Man nimmt normalerweise an, dass jeder Befehl eine Zeiteinheit
kostet.

‘m 5.1 Modellierung
Harald Racke 161/261



Komplexitatsschranken

Es gibt unterschiedliche Komplexitatsschranken:

> best-case Komplexitat:

Che(m) :=min{C(x) | |x| = n}

Normalerweise einfach zu analysieren; nicht sehr hilfreich

Kosten fiir Einga-!
C) be x ’ |
Eingabeldnge von
x
Menge der Einga-
ben mit Lange n
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Asymptotische Notation

Wir interessieren uns normalerweise nicht fiir exakte Laufzeiten,
sondern flir eine asymptotische Klassifikation der Laufzeit, die
konstante Faktoren und additive Terme ignoriert.
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Asymptotische Notation

Wir interessieren uns normalerweise nicht fiir exakte Laufzeiten,
sondern flir eine asymptotische Klassifikation der Laufzeit, die
konstante Faktoren und additive Terme ignoriert.

> Wir interessieren uns fiir Laufzeiten bei groRen Werten von
n. Konstante additive Terme sind dann unwichtig.

> Eine superexakte Analyse (e.g. das exakte Zihlen der
Operationen auf einer RAM) ist schwierig, und wiirde die
Resultate nicht verbessern, da das Rechenmodell die
Realitdt nicht so exakt abbildet.

> Ein linearer speed-up (z.B. um einen konstanten Faktor) laRt
sich z.B. erreichen wenn man den Algorithmus auf einem
schnelleren Rechner laufen laRt.

> Laufzeiten sollte man durch einfache Funktionen
ausdriicken konnen.
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Asymptotische Notation
Formale Definition

Sei f eine Funktion von N nach R™.
> Of) ={gl3c>03angeNgVn=ng: [gn) <c- f(n)l}
(Funktionen die asymptotisch nicht schneller als f wachsen)
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Asymptotische Notation
Formale Definition

Sei f eine Funktion von N nach R™.

» O(f) ={g|dc>0TInpeNgVnz=ngp: [gn) <c-f(n)}
(Funktionen die asymptotisch nicht schneller als f wachsen)

> Q(f) ={gl3Ic>03IngeNgVn=ng: [gn) =c- f(n)]}
(Funktionen die asymptotisch nicht langsamer als f
wachsen)

> O(f) =Q(f) nO(f)
(Funktionen die asymptotisch gleiches Wachstum wie f
haben)

> o(f) ={gIVec>03dngeNoVn=np: [gn) <c-f(n)l}
(Funktionen die asymptotische langsamer als f wachsen)

> w(f)=1{gIVc>03IngeNoVn=np: [gn) =c- f(n)l}
(Funktionen die asymptotisch schneller als f wachsen)
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Asymptotische Notation

Aquivalente Definition mit Grenzwerten (gilt nur falls der
jeweilige Grenzwert existiert). f und g seien Funktionen von Ny
nach R .

gn)
f(n)

> geO(f): Os%ilr.}o < o
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Asymptotische Notation

Aquivalente Definition mit Grenzwerten (gilt nur falls der

jeweilige Grenzwert existiert). f und g seien Funktionen von Ny
nach R .

~o f(n

> geoO(f): Os%im g(n; < o
gn)

> geQ(f): O<71Hx}f()s
> geo(f): O<111§010f()<oo
_ gn)
» geol(f): lef(n) 0
gn)

> g€ w(f): h~oof(n)
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Asymptotische Notation

Missbrauch dieser Notation

1. Man schreibt f = O(g), anstatt f € O(g). Dies ist keine
Gleichheit (wie kann eine Funktion das gleiche wie eine
Funktionsmenge sein?).
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2. Man schreibt f(n) = O(g(n)), anstatt f € O(g), with
f*N-R*n— f(n),andg:N - R", n - g(n).

3. Man schreibt O(f(n)) = O(g(n)), anstatt
O(f(n)) € O(gn)).
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Asymptotische Notation

Man kann einen Ausdruck mit asymptotischer Notation als
Menge ansehen:
n° - 0(n) + O(logn)

reprasentiert

{fiN=R" | f(n)=n?-g(n) +h(n)
mit g(n) € O(n) und h(n) € O(logn) |
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Asymptotische Notation

Lemma 2
Seien f, g Funktionen mit Ang > 0Vn > ng : f(n) > 0 (das
gleiche fiir g). Dann

> c- f(n) =0(f(n)) fiir eine beliebige Konstante c
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Asymptotische Notation

Lemma 2
Seien f, g Funktionen mit Ang > 0Vn > ng : f(n) > 0 (das
gleiche fiir g). Dann

v

c- f(n)=0(f(n)) fiir eine beliebige Konstante c
O(f(n)) +0(gn)) =0(f(n) +gn))

O(f(n)) -0(gn)) =0(f(n)-gn))

O(f(n)) + 0(g(n)) = O(max{f(n),g(n)})

vV v Vv
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Asymptotische Notation

Lemma 2
Seien f, g Funktionen mit Ang > 0Vn > ng : f(n) > 0 (das
gleiche fiir g). Dann

v

c- f(n)=0(f(n)) fiir eine beliebige Konstante c
O(f(n)) +0(gn)) =0(f(n) +gn))

O(f(n)) -0(gn)) =0(f(n)-gn))

O(f(n)) + 0(g(n)) = O(max{f(n),g(n)})

vV v Vv

Alle obigen Relationen gelten auch fiir Q) und ©.
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Rechenregel fiir @-Notation
Zu zeigen:
Ti(n) + T2(n) = O(max(f(n),g(n)))

fur T1(n) € O(f(n)) und To(n) € O(g(n)).

» daTi(n)=0(f(n)),dgbtesc; >0und n; € N mit
Ti(n) <c1f(n) firn>=n

» da T>(n) = O(g(n)), gibtes c2 > 0 und nz € N mit
To(n) <cog(n) fiurn = np



Rechenregel fiir @-Notation

Zu zeigen:
T1(n) + T2 (n) = O(max(f(n),g(n)))

fur T1(n) € O(f(n)) und To(n) € O(g(n)).

» daTi(n)=0(f(n)),dgbtesc; >0und n; € N mit
Ti(n) <c1f(n) firn>=n

» da T>(n) = O(g(n)), gibtes c2 > 0 und nz € N mit
To(n) <cog(n) fiurn = np

> Setze ng := max(ni,n»), dann ist fur n > ng

Th(n) + To(n) <c1f(n) +cag(n)

< (c1 + c2) max(f(n),g(n))

4



Laufzeiten

Funktion Eingabeldnge n
f(n) 10 102 103 104 10° 108 107 108
logn 33ns 66ns| 0.1ps| O0.1ps| 0.2ps| 0.2ps| 0.2ps| 0.3ps
N 32ns| 0.1ps| 0.3ps lus| 3.1ps 10ps 31ps| 0.1ms
n 100ns lps 10ps| 0.1ms 1ms 10ms 0.1s 1s
nlogn 0.3ps| 6.6ps| 0.Ims| 1.3ms 16ms 0.2s 2.3s 27s
n3/? 0.3ps 10ps| 0.3ms| 10ms 0.3s 10s| 5.2min 2.7h
n? lps| 0O0.1ms| 10ms 1s| 1.7min 2.8h 11d 3.2y
nd 10ps| 10ms 10s 2.8h| 115d| 317y| 3.2-10%y
1.1" 26ns| 0.1ms|7.8-10%y
2n 10ps| 4-10My
n! 36ms| 3-10!42y

Alter des Universums: ca. 13.8 - 10%

1 Operation = 10ns; 100MHz



Typische Laufzeitklassen
O-Notation erlaubt Klassifizierung der Effizienz von Algorithmen

®(1): konstante Laufzeit
» unabhdngig von Problemgrofe
> Beispiel: Loschen von erstem Element in verketteter Liste

O (log n): logarithmische Laufzeit
> Laufzeit wachst langsamer als ProblemgroRe
> typisch fir Divide & Conquer Algorithmen

> Beispiel: Suchen in sortierter Liste

®(n): lineare Laufzeit
> Laufzeit wachst vergleichbar zur ProblemgroRe
> jedes Eingabe-Element erfordert O (1) Arbeit

> Beispiele: Suchen in unsortierter Liste, Loschen von Element
im Array



| Sofern sich die _aag_e_g;t;e_n;n_ Ea_m_’z_erte_n_e;u;‘l

TypiSChe LanzeitI(Iassen em Problem beziehen (und nicht auf einen |
O (nlog n): “loglinear” Laufzeit : konkreten Algorithmus zu Lésung eines !

> typisch fur Divide & Conquer:Problems) handelt es sich um einen typi-
1 schen Losungsansatz fur das jeweilige Pro-

> Beispiele: Quicksort, FFT | blem. Zum Beispiel hat das Standardverfahren
: fur die Matrixmultiplikation eine Laufzeit von

@(nZ): quadratische Laufzeit | ©(n3). Es gibt aber bessere Verfahren.

> typisch fir Algorithmen, die Element paarweise kombinieren

> Beispiele: Insertion Sort, Matrix-Vektor Multiplikation

0 (n3): kubische Laufzeit  ____________________
. . . o . |E|n wichtiges offenes Problemu
> Beispiel: Matrix-Matrix Multiplikation  'ist es ob es z.B. fir das TSP-!

! Problem einen Algorithmus mlt'
®(2™): exponentielle Laufzeit | polynomieller Laufzeit gibt. 1

» auch als “unlosbar” bezeichnet (intractable)

> Beispiel: Traveling Salesman (kiirzeste Route, so dass alle
Stadte exakt einmal besucht)



Asymptotische Notation

Hinweise

> Man sollte asymptotische Notation nicht in
Induktionsbeweisen verwenden.
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Asymptotische Notation

Hinweise

> Man sollte asymptotische Notation nicht in
Induktionsbeweisen verwenden.

> Fir beliebige Konstanten a, b gilt log, n = ©(log, n).
Deshalb ignorieren wir die Basis des Algorithmus in
asymptotischer Notation.

> Fir diese Vorlesung: logn = log, n, d.h., wir nehmen 2 als
Standardbasis fir den Logarithmus.
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Asymptotische Notation

Eine asymptotische Klassifizierung von Laufzeiten ist eine gute
Moglichkeit um Effizienz von Algorithmen zu vergleichen:
> Falls die Laufzeitanalyse genau genug ist und die Laufzeit
auch in der Praxis auftaucht (d.h. keine reine worst-case
Schranke), dann ist ein Algorithmus mit besserer
asymptotischer Laufzeit einem schwacheren fiir gentigend
groRes n liberlegen.

m 5.2 Asymptotische Notation
Harald Racke

174/261



Asymptotische Notation

Eine asymptotische Klassifizierung von Laufzeiten ist eine gute
Moglichkeit um Effizienz von Algorithmen zu vergleichen:

> Falls die Laufzeitanalyse genau genug ist und die Laufzeit
auch in der Praxis auftaucht (d.h. keine reine worst-case
Schranke), dann ist ein Algorithmus mit besserer
asymptotischer Laufzeit einem schwacheren fiir gentigend
groRes n liberlegen.

> Aber:

m 5.2 Asymptotische Notation
Harald Racke

174/261



Asymptotische Notation
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Schranke), dann ist ein Algorithmus mit besserer
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groRes n liberlegen.
> Aber:
> Algorithmus A: Laufzeit f(n) = 1000logn = O(logn).
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Asymptotische Notation

Eine asymptotische Klassifizierung von Laufzeiten ist eine gute
Moglichkeit um Effizienz von Algorithmen zu vergleichen:

> Falls die Laufzeitanalyse genau genug ist und die Laufzeit
auch in der Praxis auftaucht (d.h. keine reine worst-case
Schranke), dann ist ein Algorithmus mit besserer
asymptotischer Laufzeit einem schwacheren fiir gentigend
groRes n liberlegen.
> Aber:
> Algorithmus A: Laufzeit f(n) = 1000logn = O(logn).
» Algorithmus B: Laufzeit g(n) = log® n.
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Asymptotische Notation

Eine asymptotische Klassifizierung von Laufzeiten ist eine gute
Moglichkeit um Effizienz von Algorithmen zu vergleichen:
> Falls die Laufzeitanalyse genau genug ist und die Laufzeit
auch in der Praxis auftaucht (d.h. keine reine worst-case
Schranke), dann ist ein Algorithmus mit besserer
asymptotischer Laufzeit einem schwacheren fiir gentigend
groRes n liberlegen.
> Aber:
> Algorithmus A: Laufzeit f(n) = 1000logn = O(logn).
» Algorithmus B: Laufzeit g(n) = log® n.
Es gilt f = 0(g). Aber solange logn < 1000 ist Algorithmus
B effizienter.
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Komplexitat der elementaren Bausteine

Elementarer Verarbeitungsschritt:
> O(1)

Sequenz:
» Addition in O-Notation

Bedingter Verarbeitungsschritt:
» Maximum von Komplexitat von if und else Block, sowie

> O(1) fir Auswertung der Bedingung

Wiederholung:
» Anzahl Wiederholungen multipliziert mit Komplexitat
Schleifenkorper, sowie

» Anzahl Wiederholungen + 1 multipliziert mit O(1) fur
Auswertung der Schleifenbedingung
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Komplexitat Datenstrukturenoperationen
Feld via Array:
> elementAt O(1), insert O(n), erase O(n)

Feld via LinkedList:

> elementAt O(n), insert O(n), erase O(n)

Stack via Array:
» push, pop, top alle O(1)

Stack via LinkedList:
> push, pop, top alle O(1)

Queue via LinkedList:
> enqueue, dequeue beide O(1)

‘m 5.2 Asymptotische Notation
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Sortieren durch Einfiigen

Gegeben: eine Folge von ganzen Zahlen.

Gesucht: die zugehorige aufsteigend sortierte Folge.

Idee:
> speichere die Folge in einem Feld ab;
> lege ein weiteres Feld an;

> flige der Reihe nach jedes Element des ersten Felds an der
richtigen Stelle in das zweite Feld ein!

= Sortieren durch Einfligen (InsertionSort)

m 5.3 Beispiel: Sortieren
Harald Racke 177/261
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Algorithmus: Insertion Sort

rl Input: Array A mit n Elementen )
2 Output: Array A aufsteigend sortiert
3
4 InsertionSort(A)
5 j = 0;
6 while (3 < n)
7 key = A[j1;
8 i=3j-1;
9 while (i >= 0 & A[i] > key)
10 Ali+1] = A[i];
11 i--3
12 A[i+1] = key;
13 J++;

InsertionSort
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Laufzeit InsertionSort

rl Input: Array A mit Laenge n )
2 Qutput: sortiertes Array
3
Kosteniibersicht 4 InsertionSort(A)
Zeile Kosten | Anzahl 5 j =0;
5 O(1) 1 6 while (3 < n)
6 O(1) n+1 7 key = A[j];
7 O(1) n-1 8 i=3-1;
8 (1) L 9 while (i>=0 && A[il>key)
9 O() ti—1 10 A[i+1] = A[i];
10 O(1) t;i—1 n ==
11 O(1) n 12 A[i+1] = key;
12 0(1) n '3 J+ )

t; bezeichnet Anzahl der Abfragen der while-Bedingung in Zeile
8 fur Durchlauf j
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Laufzeit InsertionSort

n-1
O+ (m+1O(1) + (n-1O(1) +O(1) > t;+
Jj=0
n-1 n-1
O) > (-1 +00) > (tj—1) +nO(1) + nO(1)
J=0 J=0
n-1
=0n+0(1) >
Jj=0
n-1
= O<n+ Z l'j)
Jj=0

Die Laufzeit hangt stark vom Input ab.
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Laufzeit InsertionSort

Best-case:
Wenn das Array sortiert wird ist, ist t; = 1.
= Laufzeit: O(n).

Worst-case:
Wenn das Array absteigend sortiert ist, ist £; = j + 1.
= Laufzeit: O(n?).

Beobachtung:

Wenn ein Element hochstens h Positionen von seiner Zielposition
entferntist, dannistt; < h + 1.

= Laufzeit: O(hn).

m 5.3 Beispiel: Sortieren
Harald Racke 183/261



5 Effizienz von Algorithmen

Gegeben: Array A ganzer Zahlen; Element x

Gesucht: Wo kommt x in A vor?

Naives Vorgehen:
» Vergleiche x der Reihe nach mit A[0], A[1], usw.
» Finden wir i mit A[i] == X, geben wir i aus.

» Andernfalls geben wir -1 aus: ,Element nicht gefunden®!
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Naives Suchen

( Input: Array A mit Laenge n; Element x )
2 Output: i mit A[i] == x falls existent
3 sonst -1
4
s find(A,x)

6 i=0;

7 while (i < n && A[i] != x)
8 ++;

9 if (i == n)

10 return -1;

1 else
12 return 1i;

Naives Suchen
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Laufzeit Naives Suchen

Best-case:
Wenn x an Position O.
= Laufzeit: O(1).

Worst-case:
Wenn x nicht vorkommt.
= Laufzeit: O(n).

...geht das besser?
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Bindre Suche

Annahme: Input ist sortiert.
Idee:

v

Vergleiche x mit dem Wert, der in der Mitte steht.

> Liegt Gleichheit vor, sind wir fertig.

» Ist x kleiner, brauchen wir nur noch links weitersuchen.
>

Ist x groRer, brauchen wir nur noch rechts weiter suchen.

= bindre Suche
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Beispiel

yes

> wir benoétigen nur drei Vergleiche
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Implementierung

1 Input: sortiertes Array A; Element x;

2 Tinker Index nl; rechter Index nr; nl<=nr

3 OQutput: Index i; nl < i < nr mit A[i]==x falls existent
4 sonst -1

s find(A, x, nl, nr) // Inputlaenge ist n=nr-nl+1

6 t = (1l + nr) / 2;

7

8

if (A[t] == x)
return t;

9 if (n1 == nr)
10 return -1;
11 if (x > A[t])
12 return find(A, x, t+l, nr);
13 if (n1 < t)
14 return find(A, x, nl, t-1);
15 return -1;
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Laufzeit Bindre Suche

Laufzeit:
o(1) Alt] == x
O(1) nl == nr
T(n) =
O)+Tnr—-t—-1) x > A[t]
Ol)+Tnl-t-1) nl < t
oder

{ O(1) n=1
T(n) <
O(1)+T(ln/2]) sonst
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Laufzeit Bindre Suche

Losen der Rekursionsgleichung:

{ O(1) n=1
T(n) <
O(1) +T(ln/2]) sonst

Ublicherweise nur fiir n = 2%; z.B. durch vollstandige Induktion.
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Rekurrenzen

Wie finden wir einen geschlossenen Ausdruck firr die Laufzeit?
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Rekurrenzen

Wie finden wir einen geschlossenen Ausdruck firr die Laufzeit?

Dafiir missen wir die Rekursionsgleichung losen.
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Methoden

1. Raten+Induktion
Man rat die richtige Losung und beweist die Korrektheit
mittels vollstandiger Induktion. Man benétigt Erfahrung um
richtig zu raten...

2. Mastertheorem
Fir die meisten Rekurrenzen gibt es ein allgemeines
Theorem, dass die asymptotisch korrekte Laufzeit fir die
jeweilige Rekurrenz angibt.
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Raten+Induktion

Zuerst missen wir die ©O-Notation entfernen:

T([5])+can n>1
2 sonst

T(n) < {
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Raten+Induktion

Zuerst muissen wir die @-Notation entfernen:

n
T(n)S{T([ZJ)Jrcln n>1
c2 sonst

fur n = 2k:
Fiir diesen Fall konnen wir stattdessen die folgende
Rekursionsgleichung betrachten:

T(3)+can n>1
c2 sonst

T(n) < {

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke 195/261



Raten+Induktion

Zuerst muissen wir die @-Notation entfernen:

n
T(n)S{T([zj)Jrcln n>1
c2 sonst

fur n = 2k:
Fiir diesen Fall konnen wir stattdessen die folgende
Rekursionsgleichung betrachten:

T(3)+can n>1
o sonst

T(n) < {

Man rat die richtige Loésung und beweist, dass durch Einsetzen,
dass diese Losung korrekt ist.
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H n
Raten+Induktion T(n) < { T(3)+c1 n>1
co sonst

Ansatz: T(n) <alogn + b.
Beweis. (durch Induktion)

» Anfang (n = 1): wahr falls b > c».
» Induktionsschritt1,...,n -1 — n:

Angenommen Aussage wahr firn’ € {1,...,n — 1}, und
n > 1. Wir beweisen sie fiir n:

n
T(n) < T(§> +C
n
< (alogi +Io> +C1
=a(logn-1)+b+c

=alogn+(c1—a)+b
<alogn+b

Gilt falls a = c;.



Mastertheorem

Lemma 3
Seiena > 1,b > 1 und € > 0 Konstanten. Betrachte die Rekurrenz

T(n) = aT(%) + fn) .

1. Fall:
Falls f(n) = O(nlo8@ =€) gjjt T(n) = O(nlo8r a),

2. Fall:
Falls f (n) = ©(n'°8(@ logh n) gilt T(n) = @(n'°% 2 1og" ! n),

k=0.

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke 197/261



Mastertheorem

Wir beweisen das Mastertheorem fiir den Fall n = b‘), und
nehmen an, dass der nichtrekursive Fall fiir ProblemgroRe 1
Kosten 1 verursacht.
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Der Rekursionsbaum

Die Laufzeit eines rekursiven Algorithmus kann durch einen
Rekursionsbaum veranschaulicht werden:
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Der Rekursionsbaum

Die Laufzeit eines rekursiven Algorithmus kann durch einen
Rekursionsbaum veranschaulicht werden:

f(n)

af(y)

a’f(yz)

alogb n
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Der Rekursionsbaum

Die Laufzeit eines rekursiven Algorithmus kann durch einen
Rekursionsbaum veranschaulicht werden:

f(n)

af(y)

a’f(yz)

alogb n

nlogp a
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Mastertheorem

Das heiRt unsere Kosten sind

log, n—1

T(n) =nlosra 4 Z aif(%) .

i=0
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢,
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢,

T(n) — niosra
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢,

log, n—1

T(n) -nlo®rd = a?(%)

i=0
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢,
log, n—1 n
T(n) _nlogba _ z atf(ﬁ)
i=0
log, n—1

logy, a—€
i(n
X a(g)

i=0

IA
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢,
log, n—1 n
T(n) _nlogba _ z atf(ﬁ)
i=0
log, n—1

logy, a—€
i(n
X a(g)

i=0

IA

p-ilogpa—e) — bei(blogh a)—i = peig—i
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢,

log, n—1 n
1 .
T(n)-nlga= % alf<ﬁ)
i=0
logn—-1 1\ logya—e€
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢,

log, n—1

T(n) -nlo®rd = a?(%)

i=0
log, n—1

IA

i=0

p-ilogpa—e) — bei(blogh a)—i = peig—i

= cnlogpa—€

Zli(:() q

g _ qk+1,
=St

1

log, n—1

2

i=0

logy, a—€
i(n
X a(g)

()’
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢,

log, n—1 n
1 .
T(n)-nlga= % alf<ﬁ)
i=0
logn—-1 1\ logya—e€
se 3 a(y)
i=0
log, n—1 ]
p-illogya—e) _ peiplogpay—i _ peig—i | = CnlOgh a—e€ Z (be)l
i=0

Zi":oqi _ % _ Cnlogha—e(belogbn _ 1)/(196 -1)

_ Cnlogba—E(ne _ 1)/(b€ _ 1)

_ ﬁnlogba(ne _ 1)/(1’16)

Also,
c

be -1

T(n) < (

+ 1) nlosy(@
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Fall 1. Sei f(n) < cnloga—¢,

log, n—1 n
T -l =3 aif ()
i=0
log, n—1 log), a—e
(n b
e 3 a(5)
i=0
log, n—1 ]
p-ilogpa—e) _ pei(plogyay—i — peig=i [ = Cnlogh a—¢ Z (be)l
i=0
Zi'(:O qi = qk;_ll—l _ Cnlogh a—e(belogbn _ 1)/(196 _ 1)
= cnlo8a—€(n€ —1)/(b€ - 1)
c log, a(.,€ €
=——n"»r*n"-1)/(n
e e 1)/ (n)
Also,
T(n) < (g +1 )o@ = T(n) = O(nloGsa).
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogna,
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogna,

T(n) - nlogh a
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogna,

log, n—1

T(n) — nogra = Z aif(%)

i=0
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogna,

log, n—1 n
T —nlowd =3 aif ()
i=0
log, n—1 log, a
i(n
3 a(3)

i=0

IA
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogna,

log, n—1 n
T —nlowd =3 aif ()
i=0
log, n—1 lo
i n gpa
<c > a i
i=0
log, n—-1
=cnlogra X

i=0

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke 202/261



Fall 2. Sei f(n) < cnlogna,

log, n—1 n
T —nlowd =3 aif ()
i=0
log, n—1 lo
i n gpa
<c > a i
i=0
log, n—-1
=cnlogra X

i=0
cnl°8 4log, n
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogna,

log, n—1 n
_ aalogpa _ i R
T(n)—-n = Z af(bl.)
i=0
log, n—1 log, a
c > a LA
pi
i=0
log, n—-1
=cnlogra X
i=0
cnl°8 4log, n

IA

Also,
T(n) = O(n'°% *log, n)
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Fall 2. Sei f(n) < cnlogna,

log, n—1 n
_ aalogpa _ i R
T(n)—-n = Z af(bl.)
i=0
log, n—1 log, a
c > a LA
pi
i=0
log, n—-1
=cnlogra X
i=0
cnl°8 4log, n

IA

Also,

T(n) = 08 log,n)  |= T(n) = 08 logn).
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

T(n) — nlogb a
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1

T(n) — nlogra = Z a‘f(%)

i=0
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 n
_ ,logpa _ i e
T(n) —nosrad = Z “f<bi)
i=0
logp n—1

log, a

i(n

=c 3 a(5)
i=0
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 n
_ ,logpa _ i e
T(n) —nosrad = Z “f<bi)
i=0
logp n—1 log, a
>c > ai(ﬂ.)
71
i=0

log, n—-1

=cnlo®a X
i=0
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 ' n
T(n)-nlosra = 3 a‘f(E)
i=0
pn-1 logy, a
(n
2 a(y)

i=0

\%

log, n—1
=cnlo®a X
i=0
= cnlo% 2og, n
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 n
T —nlose =3 atp(r)
i=0
logp n—1 log, a
i n Zb
>c > a i
i=0
log, n—1
=cnlo®a X
i=0
= cnlo% 2og, n

Also,
T(n) = Q(n'°% %log, n)
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Fall 2. Sei f(n) =cn'°%a,

log, n—1 n
T —nlose =3 atp(r)
i=0
logp n—1 log, a
i n Zb
>c > a i
i=0
log, n—1
=cnlo®a X
i=0
= cnlo% 2og, n

Also,

T(n) = Qn'%%log,n) |= T(n) = Q% 4logn).

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke 203/261



Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

1

I Beachte, dass >¢ | ik < fk+1 :
 trivial ist, und fiir diese obere |
| Schranke ausreichen wiirde.

! Fir eine untere Schranke reicht
auch 3¢ ik > Zf:(!/z ik >
L (0/2)k,

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke 204/261



Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

T(n) — nlogra

1

I Beachte, dass >¢ | ik < fk+1 :
 trivial ist, und fiir diese obere |
| Schranke ausreichen wiirde.

! Fir eine untere Schranke reicht
auch 3¢ ik > Zf:(!/z ik >
L (0/2)k,
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

log, n—1

T -nowe =5 ati (1)

i=0

1

I Beachte, dass >¢ | ik < fk+1 :
 trivial ist, und fiir diese obere |
| Schranke ausreichen wiirde.

! Fir eine untere Schranke reicht
auch 3¢ ik > Zf:é’/z ik >
L (0/2)k,
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.
log, n—1 ’ n
T(n) — nlogra = Z alf(ﬁ)
i=0
log, n—1

/m\1ogra n k
¥ oafy) (o (5))
1=

IA

1

I Beachte, dass >¢ | ik < fk+1 :
 trivial ist, und fiir diese obere |
| Schranke ausreichen wiirde.

! Fir eine untere Schranke reicht
auch 3¢ ik > Zf:é’/z ik >
L (0/2)k,
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.
log, n—1 ’ n
T(n) — nlogra = Z alf(ﬁ)
i=0
log, n—1

/m\1ogra n k
e X oal(g) - (om (5))
1=

IA

n:hgsﬁzlogbn‘

1

I Beachte, dass >¢ | ik < fk+1 :
 trivial ist, und fiir diese obere |
| Schranke ausreichen wiirde.

! Fir eine untere Schranke reicht
auch 3¢ ik > Zf:é’/z ik >
L (0/2)k,
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

log, n—1 n
_ ,logya _ i A
T(n)—nore = Z af(bl
i=0
log, n—1

IA

e 3 ()™ (om (51)
cnlogra g(logb<b€)>k

|

n:hgsﬁzlogbn‘

1

I Beachte, dass >! | ik < ¢k+1 :
 trivial ist, und fiir diese obere |
| Schranke ausreichen wiirde. !
! Fir eine untere Schranke reicht
tauch 3¢ ik > Zf:é’/z ik >
L (0/2)k,
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

T(n) — nlogha _

n:hgsﬁzlogbn‘

1

I Beachte, dass >! | ik < ¢k+1 :
 trivial ist, und fiir diese obere |
| Schranke ausreichen wiirde.

! Fir eine untere Schranke reicht
tauch 3¢ ik > Zf:é’/z ik >
L (0/2)k,

IA

£-1
Cnlogba Z (‘g _ l)k
i=0
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

T(n) — nlogra =

n:hgsﬁzlogbn‘

! 1
I Beachte, dass > ik < ¢k+1,

IA

£-1
Cnlogba Z (‘g _ l)k
i=0

!
I -k
| trivial ist, und fiir diese obere |= 11080 @ Z 4
i=1

| Schranke ausreichen wirde. !
! Fir eineyuntere Schranke reicht
rauch 37 ik > Zf:é’/z ik >
CO 2y :
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

T(n) — nlogha _

log, n—1
<cC
i=0
-1
n:hgsﬁzlogbn‘ = cnlogra Z (logb (E

i=0
£-1

_ Cnlogba Z (‘g _ l)k

1

I Beachte, dass >! | ik < ¢k+1 :

i trivial ist, und fiir diese obere ;= CT
| Schranke ausreichen wirde. !

1 Fir eine untere Schranke reicht

tauch 3¢ ik > Zf:é’/z ik >

| (0]2)k1, :

i=0

'3
log,, az ik ~ %gkﬂ
i=1
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

log, n—1 n
T(n) — nlogha _ Z alf(ﬁ)
i=0

IA
o
&N
—
R
——
<}
o
S
S}
~
—
=}
aQ
Ny
~
=
=
——
N———
=

n:hgsﬁzlogbn‘

I
o)
3»—‘
o
&
Q
[]
/N
[~
=}
gQ
=
—
|
SN———
SN————
>~

£-1
_ Cnlogba Z (‘g _ l)k

i=0
EBeachte, dass 3L, ik < £k1 T 4 "
| trivial ist, und fiir diese obere |= C11.9%0 Z i
| Schranke ausreichen wiirde. j i=1
I Fiir eine untere Schranke reicht:1 ¢
. . ~ S alogyapk+1
:auch Zlelk > Zf:g/zlk Z:N kn epap
1
1

| (R12)k+L,
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Fall 2. Sei f(n) < cn'°8 a(log, (n))k.

log, n—1 n
T(n) — nlogha _ Z alf(ﬁ)
i=0

IA
o
&N
—
R
——
<}
o
S
S}
~
—
=}
aQ
Ny
~
=
=
——
N———
=

n:hgsﬁzlogbn‘

I
o)
3»—‘
o
&
Q
[]
/N
[~
=}
gQ
=
—
|
SN———
SN————
>~

£-1
_ Cnlogba Z (‘g _ l)k

i=0
EBeachte, dass 3L, ik < £k1 T 4 x
i trivial ist, und far diese obere |= CT Bb Z 2
| Schranke ausreichen wiirde. j i=1
I Fiir eine untere Schranke reicht:1 ¢
~ logy, a pk+1 _ k+1
rauch Sy ik = Bf ¢ =)~ N By ‘=> T(n) = O(n'°%r21og“* n).
1
1

| (R12)k+L,
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100010011 B
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1T1T01T1010(1] A
100010011 B

L
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1T1T01T1010(1] A
10001001|1| B

o
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1101 101|0/1T A
100010011 B

o

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke

205/261



Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1101 101|0/1T A
100010011 B

0/0
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1101101101 A
100010011 B

Joo

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke

205/261



Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1101101101 A
100010011 B

0/0 0
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1101100101 A
100010011 B

" Jooo
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
10001(0011 B
1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1T1T01{110101 A
1000(1)0011 B

1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100010011 B
0/1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100[0/1,001 1 B
" jo1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100(0/1,001 1 B
001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100010011 B
" Joo1000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100010011 B
1001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1fllo110101 A
1/0jo 01,0011 B
/1001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

1fllo110101 A
1/0/001001 1 B
11001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
100010011 B
/11001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
Jooo10011 B
011001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
/100010011 B
' lo11001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
/100010011 B
1011001000
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten zwei n-bit Integer multiplizieren,
aber unsere Register kdnnen nur Operationen auf Integern
konstanter Lange ausfiihren.

Dafur mussen wir zunachst zwei Zahlen A and B addieren
konnen:

110110101 A
. 1,00010011 B
1011001000

Das heift wir kdnnen zwei n-bit Integer in Zeit O(n) addieren.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode* fiir die Integermultipli-
kation.

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 X1T0T11

e Dies nennt man auch die ,,Schul-:
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. :

e Die Zahlen der Zwischenergebe-:
nisse haben hochstens m + n < |
2n bits. 1

_______________________
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 Xx101(1)

e Dies nennt man auch die ,,Schul-:
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. :

e Die Zahlen der Zwischenergebe-:
nisse haben hochstens m + n < |
2n bits. 1

_______________________
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 x101(1)
R 10001

1 o Dies nennt man auch die ,,Schul-:
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. 1
1
1
1
1
1

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

_______________________
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 x10(M1
R 10001

1 o Dies nennt man auch die ,,Schul-:
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. 1
1
1
1
1
1

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

_______________________

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke 206/261



Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 x10(M1
R 10001
0

]
]
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. :
e Die Zahlen der Zwischenergebe-:
nisse haben hochstens m + n < |
2n bits. !

_______________________
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 x10(M1
R 10001

1 o Dies nennt man auch die ,,Schul-:
methode" fiir die Integermultipli- 1

kation. 1 100010

1

1

1

1

1

e Die Zahlen der Zwischenergebe-
nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

_______________________
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 XxX1(011

e Dies nennt man auch die ,,Schul-:
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. :

1

nisse haben hochstens m + n < :
2n bits.

_______________________

10001
100010

m Harald Racke
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 x1[011
I 10001

1 o Dies nennt man auch die ,Schul-

methode"” fir die Integermultipli- 1 0 0 0 1 0
o Die Zahlen der Zwischenergebe- 00

nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

_______________________

1
1
1
kation. 1
1
1
1
1
1
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 XxX1(011

e Dies nennt man auch die ,,Schul-:
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. :

e Die Zahlen der Zwischenergebe-:
nisse haben hochstens m + n < |
2n bits. 1

_______________________

10001
100010
000O0O0OO0O
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 xX(OJ011

e Dies nennt man auch die ,,Schul-:
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. :

e Die Zahlen der Zwischenergebe-:
nisse haben hochstens m + n < |
2n bits. 1

_______________________

10001
100010
000O0O0OO0O

m Harald Racke
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 xX(OJ011

e Dies nennt man auch die ,,Schul-:
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. :

e Die Zahlen der Zwischenergebe-:
nisse haben hochstens m + n < |
2n bits. 1

_______________________

10001
100010
000O0O0OO0O

000

m Harald Racke
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 xX(OJ011

T2 Dies hannt e auch die Sehul 10001
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. 1 100010
1
1

00000O00O0
nisse haben hochstens m + n < |
2n bits. 10001T0O00O0

1
1
I
1
| « Die Zahlen der Zwischenergebe-
1
1
1
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 X1T0T11

T2 Dies hannt e auch die Sehul 10001
methode" fiir die Integermultipli- 1
kation. 1 100010
1
1

00000O00O0
nisse haben hochstens m + n < |
2n bits. 10001T0O00O0

1
1
I
1
| « Die Zahlen der Zwischenergebe-
1
1
1

‘m 5.5 Rekurrenzen
Harald Racke 206/261



-
I

Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

10

001 X1T0T11

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode* fiir die Integermultipli-
kation.

nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

: 10001
100010
» 00000O00O0

10001000

10111011
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5.5 Rekurrenzen

206/261



-
I

Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

10

001 X1T0T11

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode* fiir die Integermultipli-
kation.

nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

: 10001
100010
» 00000O00O0

10001000

Laufzeit:

10111011
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit

Integer B (m < m) multiplizieren.

10

001 X1T0T11

e Dies nennt man auch die ,Schul-
methode* fiir die Integermultipli-
kation.

nisse haben hochstens m + n <
2n bits.

: 10001
100010
» 00000O00O0

10001000

Laufzeit:

10111011

» Zwischenergebnisse berechnen: O(nm).

m Harald Racke
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Beispiel: Integermultiplikation

Angenommen wir mdchten ein n-bit Integer A und ein m-bit
Integer B (m < m) multiplizieren.

10001 X1T0T11

T2 Dies hannt e auch die Sehul 10001
methode" fiir die Integermultipli- 1
methos . 100010
1
1

00000O00O0

nisse haben hochstens m + n < |
__embits. . 10001T0O00O0
10111011

1
1
I
1
| « Die Zahlen der Zwischenergebe-
1
1
1

Laufzeit:
» Zwischenergebnisse berechnen: O(nm).
» Addieren von m Zahlen der Linge < 2n:
O((m+n)m) = O(nm).
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Linge n = 2K,
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Linge n = 2K,

B E3 A
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Linge n = 2K,

bn—l coa bo‘x‘an—l ag
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Linge n = 2K,

bn—l coo b% b%_1 bO ‘ X ‘an—l a% a%_l ag
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Linge n = 2K,

B By ‘ X ‘ Ay Ao
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Linge n = 2K,

B By ‘ X ‘ Ay Ao

Dann gilt
A=A;-22 + Apund B=B; -27 + By

‘m 5.5 Rekurrenzen
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Beispiel: Integermultiplikation

Ein rekursiver Ansatz:
Angenommen die Integer A und B haben Linge n = 2K,

B By ‘X‘ Aq | Ap ‘
Al (2%) AD.L:)_"Q) v
Dann gilt

A=A1-27 + A undB:

O W)
Also, L/[ A
A-B=ApBi - 2" + (Ao + ABBI) 022 DABo
— A .
] 9\j “ouy WO (M
TO= 47 \'@3-(—8\\"3 V)

—_—
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Beispiel: Integermultiplikation

p
1 Input: Zahlen A, B, repraesentiert durch Bitarrays ]
2 der Laenge n :Die Addition + addiert Bitarrays. Das:
3 Qutput: Bitarray, das A=B enthaelt .funktlomert in C++ nicht direkt, aber |
4 man kann stattdessen z.B. eine Funk- |
s mult(A, B, n) 'tlon add(A,B) benutzen. Wenn man,
. . den Algorithmus nach C++ ubertragen ]
6 if (n == 1)
i mochte ist das Spelchermanagementu
u return new int(A[0]«B[01); | Ietwas uniibersichtlich, da man jedes |
8 split(A,A0,AL); ! ZW|schenergebn|s vor Funktionsende !
9 sp1it(B,B0,B1); | wieder von Hand l6schen muss. |
10 -—572 = mult(Al,B1l,n/2); T TTTTTTTTTT T
1 \321 = mult(AO0,B1,n/2) + mult(Al,BO,n/2);
12 —=Z0 = mult(A0,BO,n/2);
13 —sreturn 722" + 7122 4+ 70;

Wir erhalten folgende Rekurrenzgleichung:

T(n) = 4T(g> +OMm) .

‘m 5.5 Rekurrenzen
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Beispiel: Integermultiplikation

Y 22 =<0 h)

Mastertheorem: Rekurrenz: T[n] = éL/T(% + f(n).
—=» Fall 1: f(n) = O(nl°8ra-¢) T(n) = 0O(nlogra) «—
> Fall 2: f(n) =0l alogkn) T(n) = Ono8alogk*! n)

Bl 2 bln ™79 =8 (Y
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Beispiel: Integermultiplikation

Mastertheorem: Rekurrenz: T[n] = aT(%) + f(n).
> Fall 1: f(n) = O(nlo8ra—¢) T(n) = O(n'osra)
> Fall 2: f(n) =0l alogkn) T(n) = Ono8alogk*! n)

Inunserem Falla =4, b =2, und f(n) = ©(n). Also, Fall 1, da
n=0m?"¢) = O(nlosra=e),
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Beispiel: Integermultiplikation

Mastertheorem: Rekurrenz: T[n] = aT(%) + f(n).
> Fall 1: f(n) = O(nlo8ra—¢) T(n) = O(n'osra)
> Fall 2: f(n) =0l alogkn) T(n) = Ono8alogk*! n)

Inunserem Falla =4, b =2, und f(n) = ©(n). Also, Fall 1, da
n=0m?"¢) = O(nlosra=e),

Wir erhalten Laufzeit O (n?).
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Beispiel: Integermultiplikation

Mastertheorem: Rekurrenz: T[n] = aT(%) + f(n).
> Fall 1: f(n) = O(nlo8ra—¢) T(n) = O(n'osra)
> Fall 2: f(n) =0l alogkn) T(n) = Ono8alogk*! n)

Inunserem Falla =4, b =2, und f(n) = ©(n). Also, Fall 1, da
n=0m?"¢) = O(nlosra=e),

Wir erhalten Laufzeit O (n?).

=> Nicht besser als ,Schulmethode”.
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Beispiel: Integermultiplikation

We can use the following identity to compute Z;:



Beispiel: Integermultiplikation

We can use the following identity to compute Z;:

Z1 =A1Bg + AgBy



Beispiel: Integermultiplikation

We can use the following identity to compute Z;:

Z1 = A1Bo + AgBy
= (Ap + A1) - (Bo +B1) —A1B1 — ApBo



Beispiel: Integermultiplikation

We can use the following identity to compute Z;:




Beispiel: Integermultiplikation

We can use the following identity to compute Z;:

Z1 =A1Bg + AgBy =7 =12
—r— ——
= (Ao + A1) - (Bo +B1) — A1B1 — AoBo

Input: Zahlen A, B, repraesentiert durch Bitarrays
der Laenge n
Output: Bitarray, das A=B enthaelt

if (n = 1)
return new int(A[0]%B[0]);

1
2
3
4
s mult(A, B, n)
6
7
8 —=split(A,A0,AL); Olu)

o -2split(B,B0,B1); O\
10 72 = mu1t(Al,Bl,n/2);<®
n—>71 = mu1t(Ap@/§1,B_o&_j31,n!)@zoezz@+ S|
12 Z0 = mult(A0,BO,n/2);

13— return Z2e2" @ Z1s2"? @ Z0;

)

= @(V\)



Beispiel: Integermultlpllkatlon
(xh'l t X )(\n-z’-ev)
N_"*

Zeile 11 ist leider ni k Al bzw. BO + B1
eventuell /2 + 1 bits haben kénnen. Wenn man eine n/2 + 1-bit
Zahl X in das héchstwertige Bit X» und die restlichen Bits X
zerlegt kann man folgendes nutzen:

X

= A0 + Al;
Y = BO + B1;
T%) |21 ix%*vgﬁzn + (x%*\? + Yg:’:)_()"kzn/z }@(X,Y) - 70 - 72;
N I N S Y S A

o)

Laufzeit hierfiir ist T(nn/2) + O(n). N all

9134 s = |
& % i
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Beispiel: Integermultiplikation

Wir erhalten folgende Rekurrenz:

T(n) = 3T<%) +OMm) .
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Beispiel: Integermultiplikation

Wir erhalten folgende Rekurrenz:

n
T(n) = 3T<§) +0(n) .
E 2 Sln)
n 5 //
Master Theorem: Rekurrenz: T[n] = &T(% + f(n).

> Case 1: f(n) = O(nlosra—¢) T(n) —

> Case 2: f(n) = Onl°%alogkn) T(n) = (nlogbalogk”n)

log, 3 -
Ol = O(n a Z)
N
Y
@KV\M) A=
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Beispiel: Integermultiplikation

Wir erhalten folgende Rekurrenz:

T(n) = 3T<%) +OMm) .

Master Theorem: Rekurrenz: T[n] = aT(%) + f(n).
» Case 1: f(n O(nlogba*e) T(n) = O(nlosra)

> Case2: f(n (nlogbalog n) T(n) = On'°8r 4 logk ! n)

Wir sind im Fall 1. Laufzeit @ (n!°823) ~ @(n!->9).

flar= O fay ')
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Beispiel: Integermultiplikation

Wir erhalten folgende Rekurrenz:

T(n) = 3T<%) +OMm) .

Master Theorem: Rekurrenz: T[n] = aT () + f(n).
> Case 1: f(n) = O(nlosra-e) T(n) = ©(nlosra)

> Case 2: f(n) = @(nl°%r4logkn) T(n) = O(nloga1ogk*! n)

Wir sind im Fall 1. Laufzeit @ (n!°823) ~ @(n!->9).

Eine deutliche Verbesserung der ,Schulmethode®.
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Algorithmenentwurf

Kein Patentrezept zum Entwurf von Algorithmen!

> insbesondere Ableitung von Algorithmus aus Spezifikation
nicht automatisierbar

Programmieren ist kreative Tatigkeit

> “The Art of Computer Programming” (D. Knuth)

Unterstitzung durch Algorithmenmuster
» auch Design Patterns genannt
> “best practice”

‘m 6 Entwurfsprinzipien
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Divide and Conquer

Definition: Divide and Conquer

Divide and Conquer ist die rekursive Rickfiihrung eines zu
I6senden Problems auf mehrere identische Problem mit kleinerer
Eingabemenge.

Divide and Conquer: zu deutsch “Teile und herrsche”

Prinzip:
> teile groRe Aufgabe in mehrere kleine Teilaufgaben

» rufe denselben Algorithmus rekursiv auf den Teilaufgaben
auf

m 6.1 Divide and Conquer
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Divide and Conquer

1. Teile gegebene Aufgabe in mehrere getrennte Teilaufgaben
> lose Teilaufgaben einzeln

> setze Losung der Gesamtaufgabe aus Teilldsungen
zusammen

2. Wende dieselbe Technik auf jede Teilaufgabe an, dann auf
deren Teilaufgaben etc., bis die Teilaufgabe so klein ist,
dass Losung explizit berechnet werden kann

3. Jede Teilaufgabe soIIteE/on derselben Art}sein wie die
Gesamtaufgabe, so dass der gleiche Algorithmus rekursiv
aufgerufen werden kann
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Divide and Conquer

(4 Input: Aufgabe A )
2
3 DivideAndConquer(A)
4 if (A klein)
5 loese A explizit;
6 else
7 == teile A in Teilaufgaben Al,...,AK;
8 DivideAndConquer(A1) n
9 Zlfl?ﬂ\(@ Y,
10 D‘|V‘|deAndConquer(AK) = A
1 ~—> berechne Loesung fuer A aus Lsgn fuer Ai,...,A;
(N J
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Divide and Conquer

Berechnung der Fibonacii-Zahlen (untypisch, da
Teilprobleme GroRe n-und n — 2 haben).

@Binére Suche (nur ein Teilproblem der GroRe < n/2).
@Karatsuba fur die Multiplikation groRer Zahlen.
E:[‘MergeSort

@QuickSort
@ Fast Fourier Transformation (FFT)

(>Medianberechnung
> ...
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Mergesort - Sortieren durch Mischen

Mergesort ist ein schneller Sortieralgorithmus der nach dem
Divide and Conquer Prinzip arbeitet

John von Neumann (1945)

m 6.1 Divide and Conquer
Harald Racke 218/261



Divide and Conquer: MergeSort Q\‘T(n) + [@ ( "\)l
St

4(h)
Sei L verkette Liste mit n natlirlichen Zahlen a; € N.

Aufgabe: sortiere L in aufsteigender Reihenfolge. {3 (H) - @ ( \,.""527*)

Lésung mit Divide and Conquer-Muster: MergeSortG
Idee:
@Divide: teile L auf in zwei gleich groRe Teillisten @U\)

@Rekursion: rufe MergeSort rekursiv fiir die zwei Teillisten
auf

4 C(?nquer: setze die Teillisten zusammen (merge bzw. 80’7)
mischen)

Wann ist Teilliste “klein”, d.h. wann [6st man explizit? @l V\)
— Teilliste mit nur einem Element — sortiert!
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’(“\) = @ l‘*'\) [/
Ciny = @(n)
L (n /
'l PRLPP N
>/ N —61) /l :5“’}
@(H' E— C7’ {\‘,/‘1 &/
( A\ 7
L (n \@\h(og"m} Loy ein k2
1 1
o o) (lk="2° ,'Fu-(
R f,x} C;’(V\'("&“(v\)




Divide and Conquer: MergeSort

/ﬁ

List* mergeSorft(List* a) {

// returns| a 1list with elements from a sorted
/
Ol

1
2

3 / may dellete the Tist pointed to by a
4 (a->length() <= 1) return a;

5 List* b = a->half(); & Xiudde

6 a = mergeSort(a);

7 b = mergeSort(b);

8 return merge(a,b);

9

}
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Divide and Conquer: MergeSort

List*x half() {
// removes elements from &Mof Tist
// and returns these as a new list
Node*@E= head; = le"‘ﬁh Q)
for (int i=0; i<lgpdth€}/2-1; i++)
ptr = ptr->next;
.7L'ist* L = new
gptr»next = NULL;
9 return L;
10 }

0 N O U~ W N =




Beispiel - Halbieren

T g T2 g Y g o 20 g Y g Wl

a.halfQ
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Beispiel - Halbieren

&

o[ ] A\
l
m@@

e —— ]
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Beispiel - Halbieren

[
1

) 8 7 ROy B B B ey B

5 T
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Beispiel - Halbieren

- ®
l

pea 17— o}~ [[—~{o}—[1}—+®

p— 1
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| Hier benutzen wir das Symbol @ fiir das |

Beispiel - Mischen ' nu11-Objekt.

(ST e
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Beispiel - Mischen

0< -3
[sf—[ef—e
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Beispiel - Mischen
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Beispiel - Mischen

6] —~¢
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Beispiel - Mischen
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Beispiel - Mischen

®
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Beispiel - Mischen

®
16 —Q®
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Beispiel - Mischen

®
[ f—{of—~{7 f~{if—{sf—{re}~
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Beispiel - Mischen

B=lo={7 == lsi—sl—~{2l—e
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Divide and Conquer: MergeSort

rl List* merge(List* a, List* b) { L) )
2 // returns a list with elements from@)nd@
3 // the Tists a and b may be deleted I8
4 if (a->empty()) { delete a; return b; }
5 if (b->empty()) { delete b; return a; }
6 List* h;
7 if (a->elementAt(0) < b->elementAt(0))
8 h = a;
9 else %
10 h = b; g/g ~>@
1 //_remove element from h and recurse |
12 = h->removeFront(); @ é
13 List* L = merge(a,b); {/ \/
14 L->insertFront(d); / -~ ?
15 return L; & = v
16 } )

D— G—A) v
2 H\P— 2 ) —> 7 ?



Mergesort




Mergesort

P ~
/f split  +

“mergg 7




Mergesort

sla{s 72 {e{31+{1]
[s+{al{s}+{7] 26}z 1]

split split

[5]>{4] 8] [2)+{s] [3+01]

sort sort sort sort

[41>{5] 8] [2}+[s] KlingEl

merge merge

ElngElngFlngt] g FlngElng [l

merge

{2l {a {56 ]>{7]~{s]



Mergesort

a7 {26 ]+{3]+{1]
split
s{a{s+{7] 2i{el>[31+{1]
split split
[51~{4] Elpgll
[4] ] B [
erg% werg/a/ erg \mye/
[4}~{5] 3]
\rker(ge/ \Q:rge
ElpgEl pakdngi] [ {2+{3]+s]

merge

{2l {a {5 >{6]>{7]~{s]



MergeSort

Eigenschaften

» Merge Sort bendtigt zusatzlichen Speicher in Funktion
merge; insgesamt n zusatzliche Elemente falls A Liange n

» best und worst case sind identisch

> die meiste Arbeit steckt in merge; ein Aufruf von merge auf
zwei Listen der Lange n/2 Kosten Zeit O(n).
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MergeSort

Rekurrenzgleichung:

T(n) = 2T<g) +0n) .

Laufzeit: O(nlogn)

m 6.1 Divide and Conquer
Harald Racke 228/261



Sortieralgorithmen Zusammenfassung

Insertion Sort
> in-place
> Komplexitit ©(n?), best case: @(n)
» Komplexitat @(hn) falls jedes Element nur h Positionen von
Zielposition entfernt
MergeSort
> benotigt zusdtzlichen Speicher

> Komplexitat @ (nlogn)

~==QuickSort
> in-place

> Komplexitit im Mittel @(nlogn), worst case: O (n?)
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Algorithmenmuster: Greedy

greedy = “gierig”, “gefraRig”

Greedy Prinzip:

> Losung eines Problems durch schrittweise Erweiterung der
Losung ausgehend von Startlésung

» in jedem Schritt wahle den bestmdglichen Schritt (ohne
Berticksichtigung zukiinftiger Schritte) = greedy

gefundene Losung muss nicht immer optimal sein!
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Algorithmenmuster: Greedy

(4 Input: Aufgabe A )
2
3 Greedy(A)
4 S = {}; // Loesung
5 while (S keine Loesung)
6 waehle bestmoeglichen Erweiterungschritt s
7 erweitere S mit s
(N J
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Greedy: Beispiel Wechselgeld |

Problem: Herausgabe von Wechselgeld

» Voraussetzung: libliche Euro-Miinzen 2€, 1€, 50ct, 20ct,
10ct, 5ct, 2ct und Tct

» Aufgabe: Wechselgeld-Herausgabe mit moéglichst wenig
Minzen

Beispiel: Preis €1.11, bezahlt mit 2€-Miinze. Wechselgeld

Minimum Anzahl Miinzen: 6

89ct = 50ct + 20ct + 10ct + Sct + 2ct + 2ct

—_— T — .
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Greedy: Beispiel Wechselgeld II

rl Input: Betr‘ag@ )
2
3 Wechselgeld(b)
4 printf("%d = ",b);
5 == count = 0;
6 while (count < b)
7 // make greedy choice
8 waehle groesste Muenze s mit count + s <= b
9 printf("%d ",s);
10 count += s;

. J

Achtung: Abhdngig vom Geldsystem liefert dieser Algorithmus
nicht immer optimale Lésung!

> Beispiel: Miinzen: 5ct, 4ct, 1ct.  Betrag: 8ct
> Greedy-Losung: 8ct = 5ct + 1ct+ Tct + Ict
> Optimale Losung: 8ct = 4ct + 4ct



Von Greedy losbare Probleme

Voraussetzungen fiir Anwendbarkeit von Greedy:

> Losungen lassen sich schrittweise durch Hinzufligen von
Elementen aufbauen, beginnend bei leerer Losung

» Bewertungsfunktion fir partielle und vollstandige Losung

» Gesucht wird eine/die optimale Lésung
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Anwendung Greedy: Glasfasernetz
Problemstellung: Aufbau von maoglichst billigem Glasfasernetz
zwischen n Knoten K, ..., Ky, so dass alle Knoten miteinander
verbunden sind (u.U. mit Umweg)
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Anwendung Greedy: Glasfasernetz
Problemstellung: Aufbau von moglichst billigem Glasfasernetz
zwischen n Knoten K, ..., Ky, so dass alle Knoten miteinander

verbunden sind (u.U. mit Umweg)

Input:
» Knoten K1,...,Ky,
> Kosten d;; > O fir direkte Verbindung zwischen K; und K;
fari=j,i,j€1{1,...,n}

Output: Teilmenge aller Verbindungen, so dass
» alle Knoten verbunden sowie

» minimale Kosten



Glasfasernetz: Beispiel |

» Knoten K1,...,Ks5
> Kosten d;;

> reprdsentiert als gewichteter, ungerichteter Graph
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Glasfasernetz: Beispiel Il

» Startknoten: K;
> beste Verbindung: zu K3, Kosten 1
» andere Kosten: 7 (zu K3), 10 (zu K4), 5 (zu K5)
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Glasfasernetz: Beispiel Il

» nachstbeste Verbindung von {K1,K3}: zu K», Kosten 2
» andere Kosten: 8 (zu Ky), 3 (zu K5), 7 (zu K>»)
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Glasfasernetz: Beispiel IV

» nachstbeste Verbindung von {K;,K>,K3}: zu K5, Kosten 3
> andere Kosten: 6 bzw. 8 (zu Ky)
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Glasfasernetz: Beispiel V

» nachstbeste Verbindung von {K;,K»>,K3,K5}: zu Ky,
Kosten 6

» = alle Knoten behandelt, Algorithmus fertig
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Glasfasernetz: Beispiel VI

Ergebnis: ein sog. minimaler Spannbaum (minimum spanning
tree, MST) des Graphen
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Glasfasernetz: Algorithmus

1 Input: Array K von n Knoten, Kostenfunktion d(i,j)
2 Output: minimaler Spannbaum B

4 Glasfasernetz(K, d)

5 B = K[1];

6 while (B nicht Spannbaum)

7 suche billigste Kante aus B;

8 fuege Kante und Knoten zu B hinzu;

Komplexitit naiver Implementation: O (n3)
= geht besser, (spater in der Vorlesung)
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Algorithmenmuster: Brute Force

Brute Force:

> erzeuge all in Frage kommenden Lésungskandidaten

> Uberpriife fir jeden Kandidaten ob es eine zuldssige Losung
ist

> ggfs. (bei Optimierungsproblemen) bestimme zulassige
Losung mit minimalen Kosten/maximalem Profit

Eigenschaften:
> sehr einfach zu implementieren

» haufig sehr schlechte Laufzeit
"Ein Programmierer sollte wissen ob man ein Pro- !
'blem via Brute-Force l6sen kann, oder ob dlel
| Laufzeit dafiuir zu schlecht ist.
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Algorithmenmuster: Brute Force

1 Input: Problem P
2 Output: zulaessige Loesung fuer P
3

4 BruteForce(P)

5 S = first(P)

6 while (S != NULL)

7 if (S valid for P)
8 return S

9 S = next(P)
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Algorithmenmuster: Backtracking

Backtracking: systematische Suchtechnik, um vorgegebenen
Losungsraum vollstandig abzuarbeiten
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Algorithmenmuster: Backtracking

Backtracking: systematische Suchtechnik, um vorgegebenen
Losungsraum vollstandig abzuarbeiten

Paradebeispiel: Labyrinth. Wie findet Maus den Kase?
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Backtracking: Labyrinth |

Problem: Wie findet Maus den Kase?

Lésung:
» systematisches Abgehen des Labyrinths
» Zuriickgehen falls Sackgasse (daher: Backtracking)
= “trial and error”
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Backtracking: Labyrinth lI

Mogliche Wege reprasentiert als Baum:

N
\
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Algorithmenmuster: Backtracking
Voraussetzungen:
> Losungs(teil)raum reprasentiert als Konfiguration K
» Ky ist Startkonfiguration
> jede Konfiguration K; kann direkt erweitert werden

> flr jede Konfiguration ist entscheidbar, ob Losung

Input: Konfiguration K

1
2

3 Backtrack(K)

4 if (K Loesung)

5 gib K aus;

6 else

7 foreach (Erweiterung K’ von K)
8 Backtrack(K’)




Algorithmenmuster: Backtracking
Voraussetzungen:
> Losungs(teil)raum reprasentiert als Konfiguration K
» Ky ist Startkonfiguration
> jede Konfiguration K; kann direkt erweitert werden

> flr jede Konfiguration ist entscheidbar, ob Losung

Input: Konfiguration K

1
2

3 Backtrack(K)

4 if (K Loesung)

5 gib K aus;

6 else

7 foreach (Erweiterung K’ von K)
8 Backtrack(K’)

= initialer Aufruf mittels Backtrack (Kp)



Backtracking: Konfigurationen

W

N

\

Konfiguration z.B. reprasentiert als Pfad im Baum
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Backtracking: Eigenschaften

Terminierung von Backtracking:
> nur wenn Lésungsraum endlich

> nur wenn sichergestellt dass Konfigurationen nicht
wiederholt getestet werden

Komplexitat von Backtracking:
> direkt abhdngig von GroRe des Losungsraums
> meist exponentiell, also O(2"), oder schlimmer!

» nur fur kleine Probleme wirklich anwendbar
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Backtracking Beispiel: Traveling Salesman

Traveling Salesman Problem:

> n Stadte

» finde kiirzeste Rundreise, die alle Stadte exakt einmal
besucht

» ausser Start- und Zielort (identisch)

— L6sung z.B. mit Algorithmen-Muster Backtracking
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Traveling Salesman Problem: Algorithmus mit
Backtracking

rl Input: n Staedte, Rundreise trip )
2
3 TSP(trip)
4 if (trip besucht jede Stadt)
5 erweitere trip um Reise zum Standort;
6 gebe trip und Kosten aus;
7 else
8 foreach (bislang unbesuchte Stadt s)
9 trip’ = trip erweitert um s
10 TSP(trip’);
(N J
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Traveling Salesman Problem: Beispiel

bei n Stadten mit fixiertem Start-/Zielort gibt es (n — 1)!
Rundreisen

> hier: 5 Stadte — 4! = 24 Rundreisen
Laufzeit von TSP hier ist O((n — 1)!)

hier: kiirzeste Rundreise hat Ldnge 23
» z.B. (iber Route K| - K3 - K» - K4 — K5 — K;
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Backtracking Beispiel: Acht-Damen-Problem
Acht-Damen-Problem:

> suche alle Konfigurationen von 8 Damen auf Schachbrett
> so dass keine Dame eine andere bedroht
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Backtracking Beispiel: Acht-Damen-Problem
Acht-Damen-Problem:
> suche alle Konfigurationen von 8 Damen auf Schachbrett
> so dass keine Dame eine andere bedroht

Dame auf Schachbrett:

- M W A @ @0 N o
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Acht-Damen-Problem

Zwei der moglichen Losungen:

A B C D E F G H

- M W A @ 0 N o

A B c D E F G H A B c D E F G H

Beobachtung: jeweils nur eine Dame pro Zeile/Spalte
— Losung z.B. mit Algorithmen-Muster Backtracking
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Acht-Damen-Problem: Algorithmus mit Backtracking

r] Input: Zeilenindex i )
2
3 AchtDamen(i)
4 if (i == 9)
5 gib Loesung aus;
6 return;
7 for h=1 to 8
8 if (Feld in Zeile i, Spalte h nicht bedroht)
9 setze Dame auf Feld (i,h);
10 AchtDamen(i+1);
1 entferne Dame von Feld (i,h);
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Acht-Damen-Problem

> es gibt 92 Losungen fiir das Acht-Damen-Problem

» das Problem lasst sich auf n Damen auf einem n xn
Schachbrett ausweiten

> Anzahl Losungen wachst stark
» z.B. fiir n = 13 gibt es 73712 Lésungen

» dhnliche Spiele, wie z.B. Sudoku, lassen sich entsprechend
I6sen
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Dynamisches Programmieren

Dynamisches Programmieren

> einsetzbar fiir Probleme, deren optimale Losung sich aus
optimalen Losungen von Teilproblemen zusammensetzt
(z.B. Rekursion)

Prinzip:
> statt Rekursion berechnet man vom kleinsten Teilproblem
“aufwarts”

» Zwischenergebnisse werden in Tabellen gespeichert
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Beispiel: Fibonacci Zahlen

Fibonacci Folge

Die Fibonacci Folge ist eine Folge natiirlicher Zahlen
f1, f2, f3,..., fur die gilt

fn=fna+funo firn=3
mit Anfangswerten f1 =1, f> = 1.
Y 4

> eingesetzt von Leonardo Fibonacci zur

Beschreibung von Wachstum einer Kaninchenpopulation
» Folge lautet: 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...
» berechenbar z.B. via Rekursion
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Beispiel: Fibonacci Funktion

rInput: Index n der Fibonaccifolge
Output: Wert f,
fib(n)
if(h=11]| n==2){
return 1;
}
else {
// rekursiver Aufruf
return fib(n-1) + fib(n-2);

m Harald Racke
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Beispiel: Fibonacci Funktion

rInput: Index n der Fibonaccifolge
Output: Wert f,
fib(n)
if(h=11]| n==2){
return 1;
}
else {
// rekursiver Aufruf
return fib(n-1) + fib(n-2);

Aufrufstruktur fir fib(5):

fib(5)

VANDAN
fib3)  fib@)  fib@) fib(1)
fib2)  fib(1)
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6.5 Dynamisches Programmieren

260/261



Fibonacci Funktion: dynamisch programmiert

1 Input: 1Index n der Fibonaccifolge
2 Output: Fj,

3

4 FibDyn(n)

5 fib = new long[n+1];

6 fib[1] = 1;

7 fib[2] = 2;

8 for (k=3; k <= n; k++)

9 fib[k] = fib[k-1] + fib[k-2];
10 res = fib[n];

" delete fib;

12 return fib[n];

> Komplexitdat dynamisch programmiert: O(n)



